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22. De warmtegeleidingsvergelijking of diffusievergelijking

Warmtegeleiding en diffusie worden in de fysica beheerst door dezelfde-
wet. Ruw gezegd: a. In een medium met plaatselijk verschillende tempe~
raturen zal temperatuursnivellering optreden: door geleiding stroomt
warmte van warmere naar koudere plaatsen.,

b. Een hoeveelheid inkt, onregelmatig verdeeld in een bak met water,
zal zich homogeen gaan verspreiden: door diffusie verplaatst zich inkt
van plaatsen met hogere naar plaatsen met lagere concentratie.

Uitgangspunt van de theorie is de zgn. wet van Fick. Beschouw oppervlak
A¢, normaalvector n op AU, warmtestroomvector v en tijdsinterval At.

De uitdrukking %% geeft aan de temperatuurtoename per cm in de richting
van E.UYOlgens de wet van Fick bedraagt dan het warmtetransport in At
door AO0:

v.n AdAt:-k%% AY At o (22.1)

k is de warmtege1eidingsco€ffici€nt. Het minteken geeft weer, dat de
warmte stroomt in de richting van de temperatuursafname. Deze wet
beantwoordt aan onze ruwe voorstelling: Hoe groter het temperatuurverval,
hoe groter de warmtestroom. Bij het diffusieproces heet k de diffusie~
coefficient en is T de concentratie.

Uit (22.1) leiden we nu met behulp van de eerste stelling van Green
(11.1) onze warmtegeleidingsvergelijking af.

Veronderstel T = T(x,y,2z,t) is de temperatuur
in een gebied G van ons medium.

Randoppervlak S.

Het warmtetransport door S naar buiten bedraagt
volgens (22.1) in tijdsinterval At '

ﬂ!.a a0 At = - k U %—% 4o at. (22.2)
S S

Het gevolg hiervan is een temperatuursverandering
AT, In formule:

warmtetransport = -.££[ cp 4V AT (22.3)
. G

met c¢: soortelijke warmte, p : soortelijke massa; minteken, omdat door
warmte transport buitenwaarts de temperatuur binnen daalt.
Derhalve moet gelden

aT AT
kjfﬁ aod = jfj chdV
S G
na limiet-overgang

k ﬁ %% ad = m cp %—f— av. | (22.4)
S G
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Passen we op het linkerlid (11.1) toe

SIEEENIEE

Deze formule moet voor elk gebied G in ons medium gelden. Dit is
slechts mogelijk, wanneer de integranden overeenstemmen. Resulteert:

T ®T T _pe dT

v (22.5)
ax? ay? o0g2 K OF

AT =

de zgn. warmtegeleidingsvergelijking, of diffusievergelijking.
In de diffusievergelijking komen p en ¢ voor als dimensieloze groot-
heden ter waarde 1.

We geven nog een aanschouwelijker afleiding: Laat G een blokje zijm
met hoekpunten (x,¥,2), e.., (x+dx,y+dy,z+dz).

Warmtetransport in At door achtervlak
naar binnen volgens Fick:

z
- X (%%) dy dz At.
x
dz Idem door voorvlak naar binnen:
‘III ; aT
58 + k (3;) dy dz at.
x+dx
y Samen . .
(-k(%g) + k(%g + k 2_2 dx) dy dz At =
x X x2
x x 9
2
- x LI av at.
2
x

Samen met de bijdragen door de andere vlakjes krijgen we:

2 2 2
° T + T + ] T) v at.
dx? oy? o2

Warmtetransport binnenwaarts = k (

Dit is weer gelijk aan pc dV AT, waaruit (22.5) volgt.

Het é&ndimensionale geval. Speciale oplossing.

—_—> X
fysische voorstelling: een staaf, zo dun, dat temperatuursverschillen

&

binnen éénzelfde loodrechte doorsnede op elk moment verwaarloosbaar
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zijn. Dus T = T(x,t). We beschouwen dus de vergelijking

3T Kk T
'5‘? - pc axz ® (2206)

Uit fysisché dimensie-overwegingen volgt (vgl.PD-40)

E-‘i—] = [1engte]2 £tijd]-1.

Dit laat zich met de definities der differentiaalquotignten rechtstreeks
uit (22.6) afleiden, maar ook opbouwen uit de dimensies van k, p en ¢
afzonderlijk. (Het verdient aanbeveling deze afleidingen zelf na te gaan.)
Onze lengte- resp. tijdseenheid is x resp. t, dus

Eg . %; is dimensieloos.

Het komt vrij veel voor, dat een dimensieloze grootheid een fysisch
proces beheerst. Substitutie van zo'n grootheid als nieuwe onafhankelijk
variabele is dus acceptabel, en leidt dan tot zgn.-gelijkvormige op~
lossingen. Noemen we %% = a en substitueren we [ = 3T’ dan gaat het nu
om de omvorming van de vergelijking

2 .
%% = a 2—§-met T = T(x,t) (22.7)

ax

tot een vergelijking waarin T = T(Z,t).
Voor het gemak schrijven we even de transformatie als volgt:

{ = E%, t = t, en noteren later weer t in plaats van 7.

aT oT ag , 9T 8t _ 2x OT

3 - 9C ox T 3t ox _ at oC

ol B T et 2
aT _ AT ag  OT 31 x* 8T  OT

Substitutie in (22.7) levert

GT_(x’+§)BT+&§_’__‘I_62T
T G TR/ WAt v

hetgeen dus overgaat in (schrijf weer t)

3 aT 82
t 3-% = (L+2) Tt g EE?T' (22.8)

&
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%% in (22.7) en het symbool %% in (22.8)

hebben verschillende betekenis! Het eerste correspondeert met diffe-
rentiatie bij constante x, het tweede bij constante Z.

Opmerking. Het symbool

Van (22.8) gaan we nu een speciale oplossing zoeken door separatie:
Stel T = £(t).g(g), dan komt er

t.f£0(t).g(T) = (4T g™) + (2+4C) g' (@)} £(¢t)

of t 5= 2tz v (200) @1

Het linkerlid hangt niet van { af, het rechterlid niet van t, dus beide
leden moeten constant zijn. Noem deze constante A.

£ -4 10g £(t) = A log t, dus

?
Het eerste gedeelte t.z— = A geeft F =P

f
A
£(t) =t (22.9)
De algemene oplossing van het tweede gedeelte,
LT g" + (2+0) g' - 4g = O

is nogal gecompliceerd. Laten we daarom ook hier een speciale oplossing
zoeken, namelijk een oplossing van de vorm

g(@) = &%, | (22.10)
Dit resulteert in
{4k o + (240)a - 4) eaC_= 0,

identiek in [, dus coéfficiént van [ en bekende term binnen de accolade
moeten verdwijnen:
0 o
—>
%

0]

La? +
20 = A

s A o=
v Ay

0
1 (22.11)

n
L]
fl

+i-= O

Met gebruikmaking van (22.9, 10, 11) hebben we dus als speciale op-
lossingen van (22.8) geconstrueerd

o o P
L =t e . constant, weinig interessant.

1
T2 = t-%e-io

Een eenvoudige oplossing van de oorspronkelijke warmtegeleidingsver-
gelijking (22.7) is dus
P

-# Tat

T(x,t) = ¢ (22.12)
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Deze oplossing blijkt een eenvoudige fysische betekenis te hebben,

die we het gemakkelijkst illustreren aan de diffusievergelijking (inkt-
verdeling in een lange, overal even dunne, met water gevulde buis,
T(x,t) is de inktconcentratie ter plaatse x op tijdstip t).

Merk op dat

a) T (0,t) - = als t¥ 0, terwijl

b) T (x,0) = O voor x # O,

c) De totale hoeveelheid inkt in de (tweezijdig oneindig veronderstelde)

buis op een vast tijdstip t > O (laat de doorsnede van de buis 1 cm’

zijn) bedraagt: ,

400 — 400 A2
j‘ ‘!:-.k e hat dx = 2Va L[ e”" ar = 2Van.
2Vat

Onze belangrijkste conclusie is, dat deze hoeveelheid onafhankelijk is
van t. Samenvattend kunnen we zeggen, dat (22.12) weergeeft het concen=
tratieverloop van een hoeveelheid inkt ter grootte 2Vra, welke op het
tijdstip ¢ = O in het punt x = O van de dubbeloneindige buis wordt ge-
plaatst, waarin nog geen inkt aanwezig was.

Grafisch:

We spreken hier in de warmtetheorie wel van de "warmtebron in de
oorsprong'i,

Het meerdimensionale geval. Speciale oplossing.
In twee dimensies luidt de diffusievergelijking

Zoeken we hier weer naar een oplossing, corresponderend met ''de
warmtebron in de oorsprong', dan ligt het voor de hand om poolcoordinaten
(r,0) te gebruiken. We krijgen dan (daar T niet van @ afhangt)

or _ (a"r
CE

o)

+ L
r Or
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rz
“hat

met speciale oplossing T = % e

In drie dimensies voeren we bolcoordinaten (r,B,¢) in (zie PD-35, 36),
zodat de diffusievergelijking wordt voor de warmtebron in O:

aT ’T 2 aT
dt =a (arz +r5r)'
R
Hier is de speciale oplossing T = t 2 e Aat.

Opgave: Leid deze formules af en toon aan, dat de in de hele ruimte
aanwezige hoeveelheid warmte (materie) constant is.

Opmerking. We zien mathematisch dat de speciale oplossing, bijvoorbeeld
in het eendimensionale geval, voor t < O niet reeel is. Fysisch is dit
volkomen in overeenstemming met de werkelijkheid. Het “'verleden" wvan
een in O geplaatste druppel inkt is niet reeel in de buis.

Het ééndimensionale geval. Systematische algemene oplossing.

Beschouw weer de diffusievergelijking voor de dubbeloneindige buis
met gegeven inktverdeling op het tijdstip t = O. In formule

2

ovU U
5= a_xT (22.13)

met U = U(x,t), waarbij U(x,0) = f(x) is gegeven. We nemen aan dat
[Tle@)ax <= .

00

Een voor de hand liggende oplossingsmethode is Laplacetransformatie
t.a.ve t (zie 17.6)

L {u(x,t)} = ulx,p) =\[ Pt U(x,t) dt.
o
ef(g—g-} = p u(x,p) -~ U(x,0).

L&y _ 2u
ox? ax?

Invullen in (22.13) na lLaplacetransformatie levert

-é-;z— - P u(x,p) = e f(x). s (22.1‘4-)

De algemene oplossing van de met (22.14) corresponderende homogene
vergelijking (rechterlid nul stellen) is

u = A(p) e + B(p) e 0
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Om van de vergelijking (22.14) de oplossing te vinden passen we toe
de methode van de variatie van constanten, d.w.z. de coefficienten

A(p) en B(p) veronderstellen we ook van x afhankelijk. Stel dus

u = Alp,x) e + B(p,x) e . (22.15)

Vooruitlopend op het vervolg merken we op, dat we op deze wijze een
tweede orde D.V. met twee onbekende funkties A en B krijgen, terwijl
(22.14) slechts één onbekende funktie u bevat. We mogen dus nog een
extra voorwaarde opleggen. f

%% =\/§:(A evgk - B esvg&} + %% ;dgk + 22 eJVEk-

a

De extra conditie die we nu stellen, is (identiek in p en x)

By <\ [Bx
%}% e\f; 4 %—i— e\[; = 0. (22.16)

Dan wordt
ﬂzg-(Ae\[gx+Be.\Ex}+\/—g(-g-i-e\Ex-%6-\Ex}

ax?

ingevuld in (22.14) komt er

ARy
%ﬁ ;VE& - %E e V;j - - —— £(x). (22.17)
x Vap
Uit (22.16, 17) volgt na optellen, resp. aftrekken.
-\ [
%ﬁ - e —— £(x) e Vg
2Vap
B 1 \Ex
-E = f(X) e
2Vap ,
met als oplossingen:
. : 1 e ngt
A(p,x) = == § £(Z) e a¥ + alp)
2Vap A
(22.18)

\[2?‘;
1 x a
B(p,x) = Jf() az + Blp)
) == ] Z) e Z + Blp
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Ons fysische probleem legt aan deze oplossingen nog zgn. natuurlijke
randvoorwaarden op: Het is acceptabel te veronderstellen dat U(x,t)
voor x —~» + o begrensd is, en wel uniform in t. Anders gezegd '
|U(x,t)] < M voor alle x en t, M vast. Dit impliceert door de definitie
van u(x,p), dat lu(x,p)l < Nvoor x - % o (N vast), dus, dankzij de

[
factoren e'> en e T* in (22.15) vinden we als nodige voorwaarden,
geldig voor alle voldoende grote p:

1im A(p,x) = 0, 1im B(p,x) = O.

X—» 400 X~ oo
Dit is slechts te realiseren; als a(p) = B(p) = O, omdat de beide
integralen in (22.18) naar nul gaan door de voorwaarde f [£(x) |dx <o .

. - GO
De enige in aanmerking komende oplossing van (22.14) is dus

x \[BE -x) o (x=E)
;J; f(2)dE +‘f ;VE £(g)dzl).

u(x,p) = {
Z\ra_p ~o0 x

De twee integralen kunnen we nog samenvatten:

J+w Vilx-ll

u(x,p) = £(g) d&. (22.,19)

2Vap
Opmerking. De integrabiliteitsvoorwaarde voor |£(x) | garandeert onms,
dat de funktie u(x,p) uit (22.19) ook inderdaad bestaat.

Om U(x,t) te vinden, transformeren we terug volgens de omkeerformule
op blz. PD-150.

y+ioe
U(x,t) = 'a"nli' J eP* u(x,p) dp =
Y-ie :
“ +00 y+ie -\[E—Ix-—gl
= 5 f £(E)dE j JPt 8 dp
== p=y-ie 2Vap
(22.20)

waarbij de integratierechte voor p alle singulariteiten van de bij=-
behorende integrand links laat liggen. Omdat er slechts één 51ngu-
lariteit, en wel p = O optreedt, die bovendien vertakkingspunt is,
moeten we voorzichtig te werk gaan, brengen dus een snede aan langs
de negatieve reéle as, en beschouwen we de volgende contour ABCDEFGA
in het p-vlak.

&
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/_‘
BCD is een b6-cirkeltje met middelpunt O,
EF en GA twee kwartcirkels, straal R,
A B o, middelpunt y. Vervolgens 540, R »,
C_ ly
4"
E -/ De integraal over de hele contour is nul.
(Geen singulariteiten er binnen.)
We bekijken de stukken afzonderlijk.
\'\—F
io

a) Langs BCD is p = 6e~ , m 2 0 > -mn, dus

e i
= s 1be

16 de.
2Va be?

BCD n

Voor b{'o gaan alle voorkomende e~machten in absolute waarde naar 1,
dus de orde van grootte van deze integraal is Vo6 =0 als 6\1’0.

b) Langs GA geldt p = y + Re:l‘e -;-\<e gn.
\E ligt in het rechterhalfvlak, heeft een positief recel deel, dus
l e- alx-E,l ; ¥
: | < = §(R™%) (R» = ).
2Vap 2Va(R=-v)

Een soortgelijke redenering laat zich houden voor EF. Volgens het
lemma van Jordan (PD-152) gaan beide integralen dus naar nul voor
R -+ 00 ¢

¢) Op AB hebben we p = 8 eni (denk aan het argument boven de snede)
waarbij R-y > & > 6. De integraal wordt

jb esteni- \/g'lx-éle’w' " J\b -i\EIx-I;I
e «

-st e
Voo o2t
Rey 2Vas e R-y

2iVas

d) Langs DE tenslotte is p = sef"i, 5 8 £ R=7.

Nu wordt de integraal

&



PD-205

- -l L] -p
j‘zﬁ esi:e ni,-\lgix-ﬁle s Ij‘Y -5t eiv_"‘ zl
=T - ds.
5 oVas e~it ‘ A -2iVas

De onder ¢) en d) verkregen integralen nemen we samen. Resultaat

L+]‘L j; e cos\/'glx-zlda.

Nu 6% 0, R o, dan zien we, dat voor de integraal over p in (22.20)
geldt: ‘

A ¥+ J -\ [8 2
soe Q o e ...—.-..—. 6 s ( ..;) d = ( = p )
Sni i—i P - cos \/a x 8 s

e j‘e-p’t cos p 5% ap.

a

Noemen we x-h = B, dan gaat deze vorm over in (even integrandl)
a

o0 0 L
1 S eptcosﬁpdp= 1 J etp .eindp.
2nVa J anVa J

Dit is geoorloofd, omdat de sinusintegraal nul is (waarom?).

Substitueren we p = p = %%. Hiermee verkrijgen we

Jip 2 1B
2t 7 B (x-2) 727 %
- - wty 2
L j e bt dp = 1\/— e hat j e tu AP,
2nlVa a2nva
-i-—E GO n'j'-‘gmna
2t 2t
(22.21)

We kunnen gemakkelijk inzien dat de laatste integraal (uitgestrekt

over een horizontale lijn op hoogte = %-%) ook over de reele as mag
worden berekend.
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Immers, de integraal oveg de getekende rechthoekige weg is nul (geen
singulariteiten van e ** er binnen).

De lengte van de verticale stukjes is g;, de absolute waarde van de

integrand bedraagt (als 0 3.8 > - g%)
+ 2 2 ~tR’ +—Qf-
-t(2 Reis) | _ -t +ts It
e = e S e °

De integraal over de verticale stukjes samen is hoogstens

a.—a%etR”«?f-o als R - .

Dus (22.21) gaat over in

400 4€0

(x-E)? . Lx-2)? ,
A Tlat j ot g - 1 [kt J o o,
2nVa ) x=uV€ 2nVat ) o

De hierin optredende zgn. "foutenintegraal' hebben we reeds op PD=127
(midden) berekend en daarna herhaaldelijk ontmoet. Zijn waarde bedraagt
Vﬁ, zodat we tenslotte als einduitkomst voor het oorspronkelijke
diffusieprobleem (22.13) verkrijgen:

. =g
U(x,t) = 1 yf(g)e hat dE. (22.22)
2V¥nat J o

Opm.1) Nu we de oplossing zien, en daarin de speciale oplossing (22.,12)
ook herkennen, blijkt er een evidente manier te zijn om (22,22)

te voorspellen: -(x_;)z
Het stuk L . L e hat gedraagt zich voor t v 0 als een

2Vra Vt
5-funktie met piek in £ = x (zie PD-200 en PD-136). Integreren
we f(Z) 6(Z-x) van =~ tot += dan levert dat precies f(x), dwz.
in elk punt x wordt op volkomen natuurlijke wijze aan
U(x,0) = £(x) voldaan.

Opm.2) De integraal-limietverwisselingen, die aan opm.1 ten grondslag
liggen, kunnen we ook mathematisch op strengere wijze recht-
vaardigen. We zullen bewijzen dat in (22.22) lim U(x,t) = f£(x)
voor elke vaste X. tVvo

« Stel X Ay Qus £ = X + 2azVat. Dan is
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1 (*° a2
U(x,t) = -—j e g(x+20Vat) dr, dus

nm”
17 a2
U(x,t)=f(x) = ?%f e [f(x+2Mat)-f(x)]dr (22.23)

Voor kleine |A| zal de haakfactor klein moeten wordem, voor
grote |A| moet de e-macht worden uitgebuit: Kies eerst R zo
groot , dat

.%;(:ER +;)e")‘2 Ma;c le(x) | ar <£ .

Dit kan door de opgelegde eindigheidsvoorwaarde (PD-203 boven-
aan) van U (en dus van f), Daar |f(x+2MNat)~-f(x)| £ 2 Max |£(x)|
is hiermee de integraal van (22.23) over de beilde ?oneindige)
buitenste stukken kleiner danm }c¢ gemaakt. Voor het middemstuk
(=R £ A < R) maken we gebruik van de continulteit van f(x).

Door t klein genoeg te kiezen, kav_pp dit hele interva} bereikt
worden, dat |[f(x+2\Vat)=-£(x)| < Exg. Geintegreerd (e~ ¥ <1
wordt ook hier de totale bijdrage tot (22.23) kleiner dan

1 eVn 1
""/"i °* IR ° 2R = *2-8. Dus |
[U(x,t)-£(x) Ig — PR O o S N B
? = + = .f 23 + ac f 4
=R Py %

als t klein genoeg wordt gekozen. Wat te bewijzen was.

Opm.3) De vergelijking (22.14) staat genoteerd als partiele d.v. met
onafhankelijke variabelen x en p. We kunnen hem ook opvatten
als gewone d.v, met onafhankelijke variabele % en parameter p.
Bij alle optredende differentiaalquotienten (alleen uxx) wordt
immers p comnstant gehouden,

We gaan nu de oplossing van (22.13) nog op een derde manier afleiden
(1. Laplace transformatie, 2. b-karakter van de speciale oplossing)
nl. 3. met Fouriertransformatie t.0.v, X.

We recapituleren ons probleem.
Gezocht een funktie U(x,t) zo dat

UtzaUxx (t >0, = @< x < )
U(x,0) = £(x)

400
als\f If(x) |[dx < o,

e G0
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We definieren nu (zie (17.20))

PR
ula,t) =\[ o1 U(x,t) dx (22.24)

J‘ e:“m av =

+e ** iax
- iaJﬂ e U(x,t) dx.

- 00

dan wordt

o0
J* eiax U dx
X

U(x,t) eiax

De eerste term van de laatste regel bestaat slechts, indien
1im U(x,t) = O, omdat de factor el®X een niet-uitdempende golf is.

X-» =00
Deze limietvoorwaarde nemen we dus aan. Dan is

ey
‘J o= Ux dx = = ia ula,t).
{- -]

Nemen we ook aan, dat lim Ux(x,t) = 0, dan is analoog

x— too
* e
I
j‘ e U, dx=-2¢ u(a,t)
terwijl
*® jax
Jﬁ e Ut dx = ut.
= CO

De door Fouriertransformatie uit de oorspronkelijke vergelijking voor
U ontstane D.V. voor u is derhalve

u, =~-8a az U. (22.25)

U(x,0) = £(x) voert tot de volgende betrekking voor u:

u(ay0) =\f+” eiax f(x) dx. (22.26)

Ook hier kunnen we (vgl. opm.3 op PD=207) (22.25) opvatten als gewone
D.V. met paramter o, dwz.

actt

" . .
"EE =-ad, logus=-~ ao’t, u = u(®,0) e e

De Fouriergetransformeerde van U is m.a.w. (schrijf E als integratie~
variabele) ,
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I
a(ayt) =‘j o2t | 16T o(ry gy,

00

Teruggetransformecerd volgens (17.22)

400
u(x,t) = 51—1; e 1 y(ayt) da =
p-% ]

e e
. J" £(2) dz;f e-aa? t=dalx=B)y, (55 27)
E:-vm ‘ L ewo0
In de exponent van de e-macht splitsen we weer een kwadraat af:

-at {o® + éﬁz;’) = (%:;li}ba Ge=2)"

]_!_azti’ l}at
zodat er komt 4
(x-2)* ' L X=Ly
400 ~ 1 40  =at(o+i at)
U(x,t) = e £(g) d& » 5n J, e da.
s e GO Q=eweo

Analoog aan de berekening van (22.,21) herleiden we de laatste integraal
13

tot Y waarmee wederom de oplossing
400 _(x-g)z
Ulxyt) = — e "t p(z) az
2Vnat

- CO

wordt verkregen,
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23, De funkitie van Green

We beschouwen een gewone differentiaalvergelijking van het volgende
type

£ 0 D +a® =), (23.1)

p(x), a(x) en £(x) zijn gegeven funkties, die we differentieerbaar
onderstellen. Wanneer we nog meer voorwaarden nodig hebben, zullen we
dit ter plaatse vaststellen, We zoeken nu 2X gontinu differentieerbare
funkties u(x) welke in een gegeven interval [0,£] aan (23.1) voldoen
en waaraan we nog zekere randvoorwaarden zullen opleggen, bijvoorbeeld
u(0) = 4, u(l) = B, of u*(0) = C, u'(£€) = D (de d.v, is van de tweede
orde, dus we kunnen twee randcondities opleggen).

Voorbeeld 1

p(x) = 1, q(x) = 0, £(x) = 6x op het interval [0,1].
Randcondities: u(0) = u(1) = 2. Een elementaire berekening geeft
uf = 6x, u =x° +Ax + 4 met p=2, A= =1, dus u = 0 - x + 2,

Voorbeeld 2

p(x) = 1, q(x) = 1, £(x) = 2¢™ op het interval [0,4n].
' Randcondities: u'(0) = u'({m) = 0. Hier is de d.v. u" + u = 2e

met algemene oplossing (elementair) u = e & Acos x + ¢ sin x.
Door de randvcorwaarden: B = =1, A = eiu.

x

Later zullen we ook het diffusieprobleem in dit verband bekijken.

Een vergelijking van de vorm (23.1) heet wel zelf-geadjungeerd. In een
gediscretiseerde behandeling (differentieproces) geeft een dergelijk
probleem aanleiding tot een symmetrische matrix.

Ter afkorting schrijven we verder voor het linkerlid van (23,1) het
symbool Lu. De bedoeling is nu, om naar analogie van blz. PD-68 t/m 73
een funktie v, de zgn. Greense funktie, te ontwerpen, waaruit elke
gewenste oplossing u van (23.7) op geschikte wijze is af te leiden.
Het verschil met genoemde bladzijdem zit hierin, dat we vroeger in
dimensie 2 (en 3) de Greense funktie in een zeer speciaal geval be-
schouwden, en nu in dimensie 1 een algemener geval willen onderzoeken
(de potentiaalvergelijking in é&&n dimensie is triviaal).

£
a;.

Veronderstel nu a) Lu = f£(x) op [0,4]

b) Iv =0 op [0,£) en op (£,4]
v zal, behalve van x, ook nog van { afhangen. In het punt § behoeft
Lv niet te bestaan. Wel veronderstellen we continuiteit van v in E.
Over v! in I weten we nog niets. We maken de notatie afspraak, dat we
met v(x) steeds bedoelen v(x,E).
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Analoog met (12.16) werken we nu uit (met vermijding van het singuliere
punt ) de vorm

f'° “© 4, du d, dv
(viu = ulv) dx = (v E;(p 53)tvau-u 5=(p 3;)-uqvldx

(s}
=0 du dv
= (v d(p =) = u a(p 3=)) = (partieel integreren)
#=0 dx ax
-0 -0 E-0 0O
= vpuf - putvidx - upv’ + pvifufdx
0 (o] o] (>}
E~-0
= vpu'~ upv' .
o

Door continuiteit van u, u', v en p in f (gegeven) gaat deze vorm
over in

-0 .
.f (vLu - ulv)dx = v(E) p(&) uw'(E) = u(&) p(¥) v' (&)
0
- v(0) p(0) u*(0) + u(0) p(0) v*(0)
v'(E") ie de linkerafgeleide van v in E.

Op dezelfde manier geldt

5 (viu - ulvddx = v(£) p(£) ut(£) - u(&) p(L) v' (L)
- v(E) p(Z) u'(g) + u(g) p(&) v (g")
waarbij v'(l+) de ;echterafgeleide van v in £ voorstelt.

Samengesteld:
£7

(df +§J'e) (vlu = ulv) dx = (23.2)
¥o

= (p(utv-uv")}(£)=(plutv-uv ")} (0)+u(E)p (&) Lv* ()-v* (7)1,

Anderzijds geldt op grond van de onderstellingen a) en b)

(:f.o + Jﬁe) (viu - ulv) dx =

o g+0
Ex0 Y4
= (dr vf(x) dx -'J‘ v(x,E) f(x) dx. (23.3)
: L+o o

(Daar v en f continu zijn merken we hier geen onregelmatigheden bij
het punt ).
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We zullen nu aan v nog een eis opleggen, nl.

v (EY) = v (£7) = - 5%27 . (23.4)

(Hiervoor moeten we dus veronderstellen, dat p(Z) nergens op het
interval [0,4] nul is.) : :

Combinatie van (23.2, 3, 4) levert nu
£
u(g) = {p(u'v-v'u))(ﬂ)-(p(u'v-v'u)}(O)-\f v(x,Z)f(x)dx.

°  (23.5)

Deze centrale formule zullen we nader bekijken en specialiseren op
diverse types van randvoorwaarden. Memoreren we eerst de condities
voor de funktie v(x,Z), waaronder (23.5) geldig is. Deze zijn

(1) v voldoet voor x # £ aan Lv = O

ga) v is continu in x = 1
v? vertoont een sprong in x = ter grootte - e}

? () - - n—n” S P

. - v = = °

v (g 4 "¢

Door deze voorwaarden is v nog niet vastgelegd. We kunnen namelijk nog
twee condities opleggen. Alvorens we hiertoe overgaan, merken we op,
dat u(f), wanneer v(x,%) eenmaal doeltreffend is gefixeerd, uit (23.5)
rechtstreeks is te bepalen.

Type A: Randcondities voor u: u(0) = A, u(£) = B.

Deze voorwaarden betreffen twee termen van (23.5). We zorgen dat de
twee andere termen wegvallen door te eisen van v, behalve (1) (2) en
(3) ook nog

(44) v(0) = v(&) = 0.

Dan wordt (23,.5) 2
u(f) = -p(£) v'(£)B + p(0) v (0)A -j v(x,) £(x) dx.
0
(23.54)

Voorbeeld 1 (zie voorbeeld 1 zan het begin van 23)

We bepalen de Greense funktie

Ly = 0 levert 911 = 0, dus
dxz
ox (0 gx<¥)
= (volgens (1), (44).
B(x-1) (E<xg1)

De gontinuiteit van v in & (2) geeft:

af = B(Z-1) - a = p(Z-1), B = pf .
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Nu nog de afgeleidensprong: (3)

V'(§+)-V'(§-) = pf = p(E=1) =p = =1, want p(Z) = 1.

x(1-L) (0 g
V(xai) =
g (1-x) G <x

Ergo

X

L

)
1)

N /N

We bepalen v'(1) = =, v'(0) = 1-Z.
Er was gegeven u(0) = u(1) = 2, dus volgens (23.54)

u(Z)

1 ,
& + 2(1<€) - i v(x,£) o 6x dx =

4 1
2 -f 6% (1-€) ax -{ 6x(1-x)fdx =

©

4 1
2+ (E-1) 24 l - E(Bx’-ax,)lz =
° .

=2+28 -2 -g 438 -2 =

=E% < F + 2.

Een heel gereken voor zo'n eenvoudig vraagstuk, maar de methode werkt
ook in ingewikkelder problemen,

Type B: Randcondities voor u: u'(0) = G, ut'(£) = D.
Nu zorgen we, dat behalve (1) (2) en (3) ook

(4B) v'(0) = v'(£) = 0.

Dan gaat (23.5) over in

£
u(Z) = p(L) v(£).D - p(0) v(0).C -j v(x,8) £(x) dx.

0
(23.5B)
Voorbeeld 2 (Zie blz. PD~210)
aly
Ly = == 4+ v = 0 levert
ax’
o cos x + P sin x 0Lx< ¢
v = 1t (1)
vy cos x + 6 sin x z<x<-é-

(4B geeft aanleiding tot B = 0, y = O.
(2) levert acos £ = 6 sin £ , stel dus

a = psin & b= pcos &
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Nu (3): de afgeleidensprong bedraagt (pCZ) = 1)
v (E%) - V'(E-)’= + pcostf + p ginff = p = =1,

-~ gin £ co8 X
V(x’z) = {

Dus 0
- gin x cos & 4

X

NN

IN /A
iR s

X

We berekenen v(0) = = gin E, v(%) = - cos £, dus volgens (23.5B),
omdat C = D = O gegeven was.

L]
1.u(E) =0 = 0 -\I v(x,2) £(x) dx =
°
z x F/2 x

= J sin £ cos x . 2e¢ dx +\L cos £ gin x , 2" dx

°

x n/2
= sin ¥ . e (cos x + sin x)| + cos § .e5(sin x - cos x) =
° 4

= e: [cos £ sin £ + sin’f - sin £ cos & + cos? l]-—sin£+e“/2cos§

ez - gin & + e“/2 cos E.

Het algemene idee is nu wel te achterhalen:

Probeer onder de gegeven randvoorwaarden van u aan v zodanige
condities op te leggen, dat twee onbekende termen uit (23.5)
verdwijnen.

Voorbeeld 3

Bezien we nu nogmaals de in (22.14) gegeven vergelijking als gewone
d.v. met p als parameter.

aw _~pus=- £(x).

Deze vergelijking is van het soort (23.1); p(x) = a, a(x) = ~p.
Het gegeven interval is («w,) met de op PD=203 gegeven natuurlijke
randvoorwaarden (begrensdheid) voor u. We zoeken de Greense funktie:

Lv = a Vg " PV = 0.

De enige in f~ begrensde oplossing is

A2

o e (x < E)

(x >8)

: B AR \E 2

Continuiteit in E: o e =Be . Stel dus a = pe , B=pe .
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De afgeleidensprong is v'(§+) -yt () = = 2p\/§- £ - -;-,

Derhalve

\E(x-&)
. 1 e (x < B
v(x, &) = .
2Vap \E(C-»x)
e (x> %)
-\ |x-E|
Samengevat: v(x,E) = e Vg * .

2Vap

Merk op, dat v(-®) = v'(e=) = v(«) = vt(w) = 0. Van (23.5) blijft
dus slechts over

| w -\Blx-z]
u(€,p) = ;é%; I+ e f(x) dx (23.6)

een formule, die we in (22.19) al ontmoetten.,

Voorbeeld 4

Een ander warmtegeleidingsvraagstuk. Een halfoneindige dunne staaf
(0 £ x < =) heeft ten tijde t = O de temperatuur U(x,0) = £(x). Het
uiteinde (x = 0) wordt onderworpen aan een temperatuurverloop T(o,t) =

= g(t). Bereken U(x,t) als geldt de differentiaalvergelijking U,= a Uyt

Oglossing
Met Laglacetransformatie naar t

ulx,p) = J:" e Pt y(x,t) at.
Noem u(o,p) = l ¢“P¥ g(t) dat = glp).

Dit levert, geheel analoog aan de redenering van (22.13) tot (22.14)
als D.V.

au_ «pu== f(x)
= } (23.7)

met de randvoorwaarde u(o,p) = g(p).

De tweede, natuurlijke, randvoorwaarde is begrensdheld voor x -» e,

We zoeken eerst de Greense funktie v(x,f) met conditie (4). v(0,E) = O,
v(=) begrensd:

lv=av,_ -pv=0 geeft dan
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ae‘\[gx (x > &)
v o= ®
{ Bsinh Ex (0 g x<Ek)

(B

Door continuiteit in £ blijkt o = p sinh \]_E-E, B = pe

vi(z*) = = p \E— sinh \E ze-\Ez
p \[E cosh \E Cen\lgl

vi ()

aftrekken

Sprong

- p\[g = = £~ (sinh en cosh uitschrijven!).

Derhalve moet p = —l—. De Greense funktie luidt dus
Vap
.\/'2-.2;
1 e '* sinh \/gx ogx :
V(xyz) = e, (2308)

T,
°P sinh \[B2 .e_\]:

x 2%

'\E’: 1
Merk op, dat v(») = v'(«) = v(0) = 0, maar v'(0) = e o 7o
Daardoor gaat (23.5) in dit geval over in '

.VE; 00

e u(o,p) +j v(x,2) £(x) dx (23.9)
- Rg ° ‘

- a

glp) e + ®(Z,p).

u(lsp)

De eerste term is toe te schrijven aan het temperatuurverloop in

% = 0, de integraal 2(¥,p) komt van de temperatuurverdeling op het
tijdstip t = 0. (Stel hiertoe g(p) = 0 » g(t) = 0, de oorsprong wordt
a.h.w., 0p het temperatuurnulpunt gefixeerd.)

We beschouwen eerst ®(Z,p) nader. Voor de funktie v(x,f) kunnen we

schrijven:
\Bee-r)  -Baen)
1 e -

~
2Vap 'e\[g-(-mﬁ)_ e—\[g(x+§) *

V(xvg) =
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Samengevat:

(x,&) = T b )o (23.10)
v e e )

1 (;Vgl x~E | | -Vg(x+£)

We vinden zodoende _
1 j” e-vglx-él 1 J? e-Vg(x+£)
0.

f(x)dx -
2Vap : 2Vap

e(z,p) = f(x)dx.U 

0
Dus, teruggetransformeerd volgens de formule op blz. PD-150 (zie ook

PD-203) vinden we voor het niet van g(t) afhankelijke stuk U, (§,t)
van U(Z,t):

y+ico .
U, (Eyt) = E%I j ®* a(z,p) ap =

Y=i=
JY+iw efvglx-tl_e-ygm:)

p=y~-ie 2Vap

pt

e dp.

1 J”
ni fix) dx
, X =0

De p~integraal wordt op dezelfde wijze behandeld als geschetst op
PD-204 en 205, =zodat

_x=£)? Lxer

' 1. £ Lat Lat -
U, (E,t) = f(x) {e - dx (23.11)
b o 2Vrat J‘ * ° ° )

X=0

Fysische interpretatie: (zie opm.1 na (22.22)). We kunnen ons probleem
opvatten als de temperatuurverdeling in een dubbeloneindige staaf

met begintoestand f(x) voor positieve x, -f(-x) voor negatieve x
(substitueer in het tweede stuk van (23.11) x = =y).

Anders gezegd: een staaf, waarin symmetrisch t.o.v. de oorsprong links
dezelfde negatieve temperatuur heerst als rechts positieve. Logisch dat
dan juist het punt O op temperatuur O blijft, in overeenstemming met
onze splitsing van U(E,t). '

Nu moeten we de eerste term van (23.9) nog terugtragsformeren.

'Het Laplace-origineel van g(p) is g(t). Dat van e (£ > 0) gaan

we nu bepalen: Stel dit is F(t), dus

\[2e " -
e 12 -_-I(F(t)}-zdef f F(t) e"P° at. (23.12)

0

Differentiatie naar p geeft

- b g 1B -t F(t) e Plat Eios -L {t F(t)).
ZVEE o . , ©
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ldangezien £ niet van p afhangt, leiden we hieruit af
AR |
e VaT o (L re). (23.13)
2Vap ~ ; _

“Maar vanaf (22.19) t/m (22.22) hebben we het Laplace-origineel van
het linkerlid uit (23.13) geeds bepaald. Dit bleek te zijn (hier met

¥ i.p.v. lx=El) —— e 8% | Combinatie met (23.13) levert % F(t) =
Dp oWt
1 e #at’ dus :
ZVﬁat _éz_
7(t) = ——5——fv e hat .
' 2ﬁia.t,”

B
Daar de eerste term van (23.9) het product is van g(p) en e 2 | is
zijn Laplace~origineel de convolutie van g(t) en F(t) (vgl. PD=-13L4)

' t t
g(t) = F(t) =\[ g(t) F(t=-1)dt = S| g(1t). .

-—-——-—-—-—5'/2- dz.,
5 2Vna J (t=7)
De bijdrage tot U(f,t), afkomstig van het temperatuurverloop
U(o,t) = g(t) in de oorsprong bedraagt dus
-3 ~ - ,
U, (8,0 = == [ g(r) (t-1)"Re e av.  (23.14)

S 2Vna
o

Superpositie van U, (§,t) en U, (£,t) levert de totale oplossing van
het gestelde probleem op blz. PD=215.

We zullen nog. controleren, dat bij vaste t lﬁ? U, (g,t) = g(t).
Evo

Substitueren we daartoe T = = fo; + t, dus 2 = haa?(t-17) en
2
beschouwen we A als integratievariabele: d7t = El%? ar.,
. _ : a
' | 2 2 3 L2 2
U, (E,t) = —2— glt- S (2" | o~ B an,
2Vra LaX : 2a i
- A =—b—
Viat
2 2
‘”Uz(;,t)‘= _2— ) g(t" E 2) e-'x d)\o (23015)
V® La \
—&

el
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_Maken we hier & = 0, dan staat het antwoord er reeds, daar

fm N dA = ; Vr. We zouden echter een subtielere redenering moeten
houden, analqog met bpm,a op blz. PD-206. Dit laten wevachterwege. '

Opmerkingen

a) Uit de tot heden. behandelde voorbeelden bliakt ‘dat de Greense
funktie wel eens symmetrisch zou kunnen zijn in x en £, dwz.
v(x,£) = v(E,x). (Controleer dit bij elk voorbeeld afzonderlijkl!)
Dit is inderdaad altijd het geval (hier geen bewijs). We zullen bij
het opstellen van de Greense funktie in het vervolg een nuttig
gebruik maken van deze elgenschap.

b) Notatie-afspraak. Conform de meeste literatuur op dit gebied zullen
we de Greense funktie voortaan aangeven met de letter G. Vaak, zoals
in voorbeeld 3 en 4 zal G behalve van x en £ ook nog van een
parameter (p) afhangen. Dan is dus G = G(x,E; p).

¢) Het gedrag van LG(x,f) in het punt £. (Zie onderste alinea's PD-210)
Voor x < £ en voor x > f geldt

LG(x,E) = {p(x) ——} + q(x) G = 0.

“de f dx

In het punt x = § is de tweede term continu, en maakt de accolade~
uitdrukking van links naar rechts een sprong ter grootte -1 (zie
voorwaarde (3) op PD-212) dus LG vertoont het karakter van een
negatieve b-funktie met piek in x = &.

Voorbeeld 5

We onderzoeken nu het temperatuurverloop U(x,t) in een eindige,
homogene, dunne staaf (0 g x £ £, t 20), U_=a Uxx’ waarbij

t
U(o,t) = £(t), U(Lt) = g(t), U(x,0) = h(x).
Oplossing o
"Laplacetransformatie: ul(x,p) =\j e~Pt U(x,t) dt.
: (0

2
Resultaat: pu - U(x,0) = a du

dx?

u(x,p) moet dus voldoen aan
2 i ‘ .
P pu = = h(x) (23.16)
dx?

onder de extra voorwaarden

w(0,p) = | &Pt £(¢) at = F(p)

- L (23.17)
u(£,p) =j e"Pt g(t) at = g(p)
) ,

1t}
It

u(0)
u(f)

i
n
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~ We bepalen eerst de Greense funkt:.e G(x,83 p) met de condltie (4a):
~@(0) = G(&) =0 (type A, PD-212)., Voor x £ £ levert LG = PG = 0,

samen met G(O) = 0: G = C,sinh Iﬁx C constant Voor x K vinden we,
doordat G(£) = O: G = D.sinh \/E(,e-x), D constant. Gecombineerd levert
dit door de symmetrie van G en de continuiteit in &:

( ) A sinh \E(ﬁ-};) sinh \[Bx x <&
G(x,L3p) =

A sinh \EE sinh VE(:@-X) x>
ar(£") = -a \E- sinh VEK' cosh Vg(f@-x) (x = &)
G'(2”) = +A \|® sinh \[R(£-E) cosh \[Bx (x = &)

: a Va a
aftrekken

Sprong =

- 2 ] = 1
A\/_ sinh £ = -—(Ey ==>A “,;1_) o v.g'e

De uitkomstvan de aftrekking is een gevolg van het optellingstheorema:
sinh (a+B) = sinh o cosh B + cosh a sinh B. We vinden derhalve

, [ sinn Vg(z-z) sinh \Bx  x g2
G(x,Z3p) = —
Vap | sinh \El sinh \E—(z.x) x 3k

\/: sinh \[f-(z-t;) cosh \/_ A \/—- sinh \/—(,&vt)
A \/—E sinh \/-é{ cosh \/—(.e-x) .=-. -A\/_P- sinh \/EZ

(x=£)

(23.18)

G*(0)

G*(£)

Derhalve volgens (23.54):

sinh |[B(£-2) _,, ol V_Z:
sinh v—gl + &) sinh VEZ

(23.19)

z ’ L)
u(g) =S G(x,E3p) hix)dx + £(p)
5 -

De eerste term correspondeert weer met het temperatuurverloop t.g.Vs
de begintoestand waarbij x = O en x = £ op constante nultemperatuur
worden gehouden, de beide andere met de gevolgen van .de in O en £
opgelegde temperatuurwaarden.,

We bepalen eerst het Laplace-origineel van de eerste term uit (23 19).
Het #s voldoende dit voor x £ I te doen wegens de symmetrie van G,
Verder is h(x) bij het terugtransformeren constant (integratie over p).
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We berekenen derhalve (zie PD-150) voor xgKE

; 4400 e Fro) ot . +1% ginh Vﬁk sinh thﬂ-z) Pt
5o x,E5p)e” dp = 57 = - dp.
i Jade sinh V—/e
(23.20)

Het punt p = O 1lijkt door alle wortels wel een vertakkingspunt van de
integrand. Dit is evenwel niet waar: Reeksontwikkeling van alle hyper-
bolische sinussen voor positief reele p geeft immers

ainhvgz=vgz.(1+%£z2+...) (z = 2, £=F, £)

en we zien dat bij vereenvoudiging alle wortels wegvallen: p = 0
blijkt door het analytische karakter van de integrand eem regulier
punt te zijn. :
Wél treffen we singulariteiten aan, waar sinh VEZ-C) Aangezien

i sinh Vgﬂ = gin 1 v§£ zijn deze singulariteiten daar te vinden, waar

iVE-l: k'n (k = 2 1, £ 2, .e.), of Py = - _al_;z_ﬂi (B =1, 2, 35 00s)e

Dit zijn ook de enige singulariteiten. Ziehier een fraaie illustratie
van de stelling op PD-132. Het rechterhalfvlak Re p > O bijvoorbeeld
is een regulariteitshalfvlak. In (23.20) kiezen we y = 0

ir v Als integratieweg nemen we het lijn-
stuk van ~iR tot +iR en de linker
halfcirkel CR hierop. R geven we zo'n

waarde, dat CR geen der punten Py

bevat. We maken nu een schatting

van de breuk in (23.20) op C._.

Daar is p = R e1® (Ego g2h),

2N "N 2

L
dus vg = V-ge’lie. De breuk wordt
~1R

{‘\[g xeiia \/_ xejlie { \/—(Z i:)ez'ie \/ﬁ-(,e-i)e?-ie

e e

148 Vgﬁ ei 6 Vﬁz eiie
2VaR e2

Noteren we dit ter afkorting als iﬂ:%)éESD}

Bepalend voor de modulus van een e-macht is het reele deel van zijn
exponent. In elke term tussen de accolades bedraagt dit een reeel
416 :

z

) = cos 16.

veelvoud van Re (e 5

&
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a) cos %B >0 (— 8 < ®). Voor R+« nemen A, C, P en Q onbeperkt

toe in absolute waarde, terwijl B, D en S naar nul gaan. De breuk
heeft dus de grogtte orde '
a(x-—z;) cos } 6 )
II— . =0 (R™%)
2VaR

omdat de e~macht hoogstens 1 bedraagt '(x g E!)

b) cos %0 <0 (n<# 2—) Nu groeien B, D, P en S onbeperkt, en

"gaan A, C en Q paar nul als R» o, en wordt de orde van grootte

e-Vg(x-g) cos 46 -
= = 0 (R o
PST V&R

Volgens het lemma van Jordan (PD-152) heeft de integraal over CR dan’

ook de orde van grootte R™¥. 0 als R - o,

Opmerking

Bovenstaande redenering was geen streng bewijs. Hiervoor zouden in de
buurt van het overgangspunt q(6 = {n) nog continuiteitsargumenten
moeten worden gebruikt. Dit laten we hier achterwege.

Op grond van de residustelling (PD—85) mogen we nu voor (23. 20)
schrijven, als R = e
9 +ico t o t
—-—-j a(x,2;p) eP¥ dp = > (Res.G %) . (23.21)
2l J i =1 PPy

2

We bepalen het residu wan G(x,E;p) Pt in het punt p, = - EE?EL,

Hiertoe berekenen we lim (p-pk) G(x,E3p) ¢"Pt volgens (13.17). Als
P~ Py '

deze limiet bestaat hebben we te maken met een enkelvoudige pool in Py

en is de limiet het residu.

stel |B£= 1kn + 6 (6~ 0), dan is p =-§—2- (ikn + 6) =

2 m2 2
ak 2 + ZiaEEB + abz = p
£ £ £ k

+ 06 i% (2ikm + 0).,

Ingevuld komt er

ik 7+ b . ikn+6
. sinh == x sinh (£-%)
lim & . S5(2ikn + 8). ———Z— £ Pt
6 >0 £ 5(1kn+6) sinh (ikm+d)
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o
sinh (ikn+b)

De limiet is factorsgewijs te nemen, als we lim
6(-1)% 6~ o

= lim === (-1)k samen beschouwen. De uitkomst is tenslotte
50 S1EB D sanen Deschodven. T EEe
R ‘sinh XX ginh ikn(£-7) p.t
a kE “k
2 2ikn £ -1k e
'e 2 ° ikn
zodat we na omrekening in sinussen krijgen: (ga dit nat)
- : ak?w’
pt _2 krx . kxn TRt
(Res.G e )p=p = 3 sin =5~ sin —2; o € . (23.22)

k

Het Laplace origineel van de eerste term van (23.19) luidt dus, als
we (23,21, 22) combineren:

ak?n?

w £ y;
U, (£,t) =;I e 47 [%f h(x) sin £ ax] sin S
- = o
(23.23)

Elementaire afleiding van (23.23)
We zoeken de oplossing van Ut'= a Uxx" (0gx g4, t >0) waarbij

U(o,t) = U(L,t) = 0, U(x,0) = h(x) door middel van separatie:

Stel U(x,t) = X(x) .T(t). De d.v. gaat over im X %% =a T %—% , of
_ _ x

Tdt de2

De constante A moet positief zijn, daar de oplossing log T = ~ At -

T = e-kt slechts voor positieve A fysisch aanvaardbaar is.
2 ' '

a -‘3—-’5+Ax = 0 levert X = B sin\/zx + C cos\/zx dus
dx2 a a

Ulx,t) =_‘e->‘t (B sin\/E- x +C cos\E x).

U(o,t) = O geeft C = 03 U(L,t) =0 impliceert\ﬁg L =kn (k=1,2,35000)

2_2 . .
dus A = ak;? . De elementaire oplossingen waarvoor U(o,t) = U(£,t) =0
zijn dus
ak’nzt
i Z knx i
U(k) = Bk e . Sin 'T (k = 1, 2, 3, eoo)e
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Door superpositlie U = EU(k) proberen we nu aan de voorwaarde

U(x,0) = h(x) te voldoen. Dus moet gelden:
h(x) EZ B, sin 7—
k=1

In woorden: h(x) moet worden ontwikkeld in een Fouriersinusreeks

in het interval [0,£]. h(x) zal dus als oneven funktie met periode 24
moeten worden beachouwd. Zijn Fouriercoefficienten zijn dan (zie
PD-112 opgave a) en PD=105 bovenaan)

p4
- %f n(Z) sin L az.
o
£ _-Z——»akz L
Resultaat: Ul(x,t) ==§_—__ [%l h(E) sin l%ﬁ at] e sin E%’—-E@
' k=1

hetgeen met (23.23) overeenstemt.

Opmerking

Het oneven, periodieke karakter van h(x) garandeert fysiscgh, dat de
punten O en £ op het temperatuurnulpunt worden gefixeerd.

(vgl. de fysische interpretatie onder (23.11))

Keren we nu terug tot de behandeling van (23.19) en wel de laatste twee
termen,
sinh VEE

sinh \/Eﬁ

Het Laplace-~origineel van is volgens de omkeerformule op PD-150

gelijk aan
Y+
4 ot sinh VEC
Ty e m———wV§z dp. (23.24)
. 8inh
Yoo a

De integrand heeft weer geen vertakkingspunt in p = O (nagaanli) en
enkelvoudige polen in de nulpunten van sinh az, p ¥ 0 (zie PD-221)

2 o2
dus pk ® o 552%“ (k = 1,29350006)s We kunnen dus voor vy nul nemen.

De integrand van (23.24) heeft, mite we met de halfcirkel CR voldoende
ver wvan de pol wegblljven, de orde van grootte stel p = R eie met

5 3 (E»ﬂ)cos £ n (ﬁnﬂ)cos 40

5€0¢ ??) e © voor 3 g B < n, en e als
n<e.g%1‘- (merk op dat E < £).

In belde gevallen dus een e-macht met negatieve exponent in de orde VR.
De in%egraal over CR wordt dus van de orde R.e™ B (y positief) — O
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als R - », wanneer we in de buurt van het grenspunt q voorzichtigheid

betrachten (wordt hier niet behandeld). Derhalve is de integraal

(23 24) gelijk aan de som der residuen van de integrand in de punten
. (Residustelling PD-85.)

Py - = 2 (21
\/;8 ikn + & geeft p pk+b£2 (2ikm + 8),

-2-1-'-519& 6, als we termen van de orde 6 verwaarlozen. Het

sinh sz

dus PPy =
residu in Py wordt dus

(Res)_ = lim (p-p, ) Pt
2ikna pt sinh(ikn+8)E/£ _
= .'é:!..mo PE 6o o Sinh(ikn+d)
akmt
o 2ikna . e 22 i sin kltli/.e
£ -1k
ailnlt
= (=, 2t e 2% gin Bk,

Het Laplace~origineel van sinh v—gﬂ/ainh \Eﬂ is dus

. _ak?n’ ¢
_2_7__'58% € k("1 )k+1 -] 'ez sin %o (23025)

Derhalve vinden we voor het Laplace-origineel van g(p) sinh vg‘;/sinh VE:@
de convolutie-integraal
k2n? ax

t ] Y
U, (E,t)= 21;:‘ g(t=1) > _ D5k e £ gin % as,
k=1
(23.26)

Analoog krijgen we voor de bijdrage van de tweede term uit (23.19)

tot Uc (omdat sin l_t_ﬁﬁ-_ﬁ_)_ (= 1)k+1 si 1525)
k2n2 ar

U, (Z,t)= EE%~[ £(t=1) )L_ ke £ ein =L ar,

(23.27)
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De oplossing van ons voorbeeld 5 (PD=219) is de som van U, U, en U
(zie (23.23, 26, 27)).
Nadere beschouwing van (23.25, 26, 27) (toegift voor de liefhebbers)

De convergentie van de reeks in (23.25) is te danken aan de e-macht
voor t > 0. Bij t = O is de reeks zwaar divergent. (orde kde term = k)
We willen aantonen dat in (23.26)

i%?z U; (£,8) = g(t)
lim U, (Z,t) = O.
tho !

Het ligt dus voor de hand, dat er bij t = O moeilijkheden komen. Dit
onderzoeken we nu: zolang 0 < § < £ en t > 0 kunnen we in (23.26) .
sommatie en integratie verwisselen. We bepalen dus eerst met partiele
integratie

k' at

t
f g(t=1) e £ a1 =
(3

. _k’n’a‘r : " __k"“' nat
% - g(t=1) e £ - £ j e £ g'(t-1) d=
k2n?a o k’n’a'p
) _k’n’at . , . kin?a
- -t g(0) e £ + £ g(t) = £ e * g'(t=1)dr,
2
K nla knla K nfa o

Ingevuld levert dit voor de sommatie in (23.26) drie reeksen (over-
eenkomende met de drie termen in de laatste formule),

. - o k?n’at
- -
A -%3(0){:‘__._1&-1}%-—9 £ sinl%;
hind k+1
B 2 g(t) §_1 AL gin K2
k’nlag
o k+1 t em—
c - % § L-—'l—l);——- sin -1-:-%; e £ g'(t=1) dr.
k=1 °

We laten nu £ ¥O resp. & Tle, en kijken wat er gebeurt (t houden we
vast, positief).
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A. De termen van de reeks gaan naar nul in beide gevallen.
Anderzijds is elkzenzterm afzonderlijk voor alle ¥ in absolute waarde
k at : )

2
1 e £ dug bij vaste t is de reeks uniform con=-

k
vergent t.a.v. &£, Derhalve nadert de som o0k tot nul als § Vo
resp. £} £. (Zie Titchmarsh, Theory of Functions, Ch.I 8.1)

kleiner dan

C. De termen gaan ook naar nul en worden als g(t) niet te "wild" is
gemajoreerd door een constante maal

& K nlat
1 J 2z 1
k 2 X
Ook hier dus uniforme convergentie t.a.v. £ , en de som van de

recks gaat naar O als £ ¥ O resp. £} £.
(7Zie Titchmarsh, Theory of Functions, Ch.I 8.1)

B, Hier krijgen we te maken met de reeks

2 ) (“1)1(4-1 knﬁ
D i

1

az/z -z‘ ,o e/e 34

+9

Dit is de Fourierreeks van de zaagtandfunktie G(Z) = % 4

(£ < £ < £) (periode 2£). Controleer dit aan de hand van opgave a)
op PD=112. Zie ook PD-105.

Gebruik makend van de hoofdstelling van de Fouriertheorie (zie

stelling op PD=106) concluderen we, dat deze reeks overal de funktie

G(Z) voorstelt, Aangezien 1ﬁ? G(Z) = 0, en 1;? G(Z) = 1 krijgen we
Lvo ET 4

dus alleen een bijdrage tot B als Z‘fﬁ, en deze bijdrage is juist

De analyse van (23.27) verloopt op dezelfde wijze., Hier krijgen we

te maken sub B met de zaagtandfunktie F(Z) = 1 § (0 < & < 24)

periode 24. L

LE -3 Y -i\o Z\éﬁ 30~ L2
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De mathematische moeilijkheden worden veroorzaakt door de verstoring
van de uniforme convergentie der Fourierreeks bij de sprongen in de
zaagtandfunkties(g = 0, 42 Fysisch hadden we dit kunnen voorzien, :
doordat we bij de eindpunten & = O, £ op het tijdstip t = O ineens een
temperatuurniveau f£(0) resp. g(0) instellen, terwijl de eindpunten op
temperatuur h(0) resp. h(£) waren. Deze verstoring in de continuiteit
moet zich mathematisch ergens gaan wreken. Hier gebeurt dat bij de
uniforme convergentie. (Einde toegift.)

Aan de oplettende lezer zal het opvallen dat de formules (23.23, 26, 27)
snelle convergentie geven voor grote t. (de e~-macht drukt de termen
snel naar nul.) Bij kleine t > O daarentegen kunnen we wel eens heel
veel termen nodig hebben om een redelijke benadering van de uitkomst

te krijgen (het duurt lang voordat de e-macht effect krijgt).

Bovendien valt het op, dat we bij de behandeling van de eindige staaf
nergens meer de speciale bronoplossing tegenkomen, die juist bij de
tweezijdig - en de &énzijdig oneindige staaf (voorbeeld 3 en L) zo'n
grote rol speelt (zie 22.12, 22), (23.11, 14). Dit bezien we nader

I De van de beginsituatie U(x,0) = h(x) afkomstige term (zie 23.19).

We ontwikkelen de bijbehorende Greense funktie G(x,Zsp) uit (23.18)
in e-machten voor positieve p. Neem eerst x £ &.

e sinh Vg(f—i) sinh vg& |
G(xygﬁp) = =
Vap  eimn |[Be

72Vap 1-e ng
(Laatste factor in meetkundige reeks ontwikkelen, accolades
wegwerken)
= een som van termen van de vorm
(! x %z 2/)
£ 1 eVE _ . (23.28)
2Vap S

(Ga dit gedetailleerd nal)

Ock voor x 3 { vinden we zo'n reeks. Kortom, elke term van de vorm
(23.28) is Greense funktie (van de dubbeloneindige staaf) met sprong-
punt niet in x = ¥, maar in x = ¥ % 24k voor geschikte k (zie PD-215
bovenaan), correspondeert dus met een eenheidswarmtebron (sterkte %1)
in het betrokken sprongpunt, en wel bij nauwkeurige beschouwing als
volgt:

N . .

32 |-22 ny | 0 & z ‘ 22 32
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Uitgaande van een brom +1 in £ vinden we alle andere bronnen door
herhaalde spiegeling aan de vaste punten O en £. Bij elke spiegeling
draait het teken van de bron om. (In de figuur: positieve bronnen
boven de as, negatieve er onder.)

Oprerking 1

De invlioed van een bron op grote afstand is pas veel later merkbaar
dan die van- een nabije bron. Voor kleine t gebruiken we dus bij de
berekening van (23.19) slechts die @abije) bronnen, waarvan de invloed
al numeriek waarneembaar is.

Opmerking 2

Taten we in de zojuist afgeleide reeksontwikkeling van G(x,E3p) £ naar
oneindig gaan, dan gaan alle termen naar nul, op twee na, die juist
overeenstemmen met (23,10).

Opmerking 3
De gevonden reegsontwikkeling is convergent voor alle p in het langs
de negatieve reele as opengesneden p-vlak,

II De invloed van de randwaarden U(o,t) = £(t), U(L,t) = g(t)
(zie (23.19)). We behandelen alleen de f-term. De g-term gaat analoog.
Voor positieve p schrijven we

sinh \Ew—:) ) {e\[g(,e-t:)‘ e-\j'gcz-msc e'\jg

sinh \E-z a2 [Be
AB Been)  -|Beze20) AR aue-)
= e - e + e - e ¥ e o

Ook hier is de gevonden reeks conxergent in het gehele p-vlak
behoudens coupure bij negatief reele p.

Elke term is Laplace-beeld (zie PD-217-218) van een funktie van de vorm

e (n =% % 2n) (23.29)

oVra.t/x

De funktie U, (£,t) uit (23.27) kan dus ook geschreven worden als som
van convolutie~integralen van de gedaante

2

t -
il i f(t=T) —-;1;;,: e Hg‘? it (=f %2ne) (23.30)

2Vna

Vergelijking van (23.30) met (23,14) leert, dat (23.30) is op te
vatten als randeffect van een halfoneindige staaf met eindpunt
] n0=='>§=$2n¢e.
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We kunnen (23.30) ook beschrijven als een effect in de dubbeloneindige
staaf. Voor de eenheidswarmtebron in 6 geldt de oplossing

1 -(#;9)2 '
t
Ug(2,t) = = e (zie (22.12) e.v.)

Definieer zoals gebruikelijk de "eenheidsdipool" in (PD~45) door

= 1 i = 2
(Dipool)y = lim [ (bron)g o - % (bron) ] = 35 (bron),.

6=+ o0
, - _(z-0)’?
1 2(k-6 “Lat
Hier: Ua(E,t) = e .
39 Ve SVt hat
Dus de eenheidswarmtedipool in & heeft als oplossing
a o, =8, . (zie (23.29))

28 " Syt

De funktie Uz(l,t) is dus een superpositie van convolutie-integralen
met warmtedipolen in de punten % 2nk. ,

Voor kleine t-waarden behoevien weer alleen de dichtstbijzijnde dipolen
te worden beschouwd.

Opmerking i

Onder I en II is een funktié met enkelvoudige polen op de negatieve
redle as en regulier punt p ;= O ontwikkeld naar funkties met vertakkings-
punt p = O, (Deze ontwikkelingen waren alleen in het opengesneden

p-viak geldig.) j

Ziehier een illustratie vaane gnalytische voortzetting van een reeks
van funkties tot de negatief reele as.

ave

Bepaal de oplossing van de d.v. U, =a U (t >0, 0gxLK 40

onder de bijvoorwaarden

U(x,0) = h(x), Ux(o',t) = Ux(,e,t) =0

(geisoleerde eindige staaf),
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24, De vergelijking van de trillende snaar

De uitwijkiné van een snaar uit de evenwichtsstand ter plaatse x
op tijdstip t wordt aangegeven door u(x,t). Onderstellingen:

a) Elk punt beweegt langs een lijn loodrecht op de snaarrichting in
de ruststand.

b) In elk punt en op ieder tijdstip bedraagt de snaarspanning S.

¢) De uitwijkingen zijn zo gering, dat de lengte ds van een stukje
snaar in eerste benadering gelijk is aan zijn projectie dx op de
ruststand. (Verder dan eerste, lineaire benaderingen gaan we niet.)

ds S

ruststand

links: = S(g;)
dy\~ du 02y
rechts: + S(EE) = SE(EE) + — dx]
: x+4x b'd ox
2
Resultante: S Q—; s dx.
0xX

De massa van het ?tukje ds is pdx (p = soor}elijke masfa), en heeft

een versnelling %—;. Dus volgens Newton S s—g dx = p ;;? dx, of
x

?u 1 2w

L. R, = 0 (2’4’01)

ax? c? ot?
waarbi] ¢ = V%.de golfvoortplantingssnelheid langs de snaar zal
blijken te zijn. (24.1) is de zgn. vergelijking van de trillende
snaar. Het is een d.v., van het hyperbolische type. (De warmte~
geleidingsvergelijking heet wel een parabolische dev.)
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Hulpstelling - x
Gegeven f(x,t), voldoende gl%{, x

‘—x(t)’ —X(t)

Beschouw ‘de integraal I(t) = f(x t)dx. Dit is een funktie van t
X,

via integrand, ondergrens en bovengrens.

Bewering . '
x (t) x, (t) dx
ar _a f? Y dx, 1
®TT: fx,t)dx = 3t dax + f(xz,t) - £(x, ,t) s
x, (¢) x, (%)
' - (2#.2)
Bewijs; met de definitie: ' o
xz(t+h) x’(t)
g: = 1im ?—Q‘i‘%i-(l)-;;iim %f f(x,t+h)dx-f f(x,t)dx}.
h-o 'h -0 %, (t+n) x, (t) ]

'Dé accolade splitsen we volgéhs plaatje:

//;ﬂ,—f”zr—f Bﬁ;i“‘ﬁx\f(x,t+h)
PR

X, '(i) x, (t.+h) x_(t) x, (t+h)

% {} = -15 (A;+Az+3-c) = % (4, +D) + % (a,+B) - % (C+D) =

x, (t) - x, (t+h) x, (t+h)

N R € 2 )=,y L £(x,b+h)dx - o f £(x,t+h)dx =
x, (t) xz(t) x1(t) o
(volgens middelwaarde stelling) B

o 4e x, (t+h)-x, (t) x, (t+h)-x (t)

- 7 Exgrax + (5, t4h) -~ (y, ,t4h)

s ,
; . _

waarbij t < 1< t+h, x, (t) < Z, < x,(t+h), x,(t) < g, < x,(t+h),

Nu h&» 0. Resultaat
X

2
a Ld &
gi J‘ ‘gé(x,t)dx + f(xz,t) X, - f(x1,t) X, . q.e.d.

%4
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Tweede afleiding van de golfvergelijklng de trlllende luchtkolom
(orgelpijp)

i—>u } 1 en

Hypothese: de luchtdeeltjes in éénzelfde doorsnede x hebben op elk tijd-
stip dezelfde snelheid u = u(x;,t). Lokale druk: p(x,t). Lokale dichtheid:
plx,t).
We beschouwen &én vaste collectie luchtdeeltjes, besloten tussen
(uiteraard van t afhankelijke) grenzen X, en X, , en gaan uit van drie
fysische wetten:
a) De continuiteitsvergelijking. De beschouwde hoeveelheid materie is
x, (£)
constant: é% p(x,t) dx = 0. Uitgewerkt volgens de hulpstelling

x1(t)

X
29 e °
‘L 3% dx + p(x,,t) x, = p(x,,t) x, =0
1

szig dx + (pu). =~ (pu). =0
at PRy P x, -

x, 2
gedifferentieerd naar x, : (%%) + (Qéﬁ&l) = 0, of
X, 2
3p , 3(pu) _

b) De traagheidswet. Momentane impulsverandering = uitwendige krécht
(inwendige krachten verwaarloosd) :

X
Impuls =\f : pu dx; Uiwendige kracht = p(x, ) - p(x,).
X,
1

Derhalve volgens de hulpstelling

*2 3(pu) ,
plxy) - plx,) =.j 207 ax + (pu)x u(x,) - (pu)x1 u(x,)

X, at 2
gedifferentieerd naar ngdan X, =X genoemd:
_dp _alew) , _du,  23(pu) (24.4)
x a0t PY 3% ax *

Uit (24.4) leiden we af met (24.3)

_% _, 0 ., 2u au _ . %

ax - Yot tePart PYax 3t
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Resultaat twee vergelijkingen:

_% _ _ du! 3p
at P axi + U35
_ep _ _dui _ du (24.5)
ax“pat3 U 3%

Hypothese: kleine luchtsnelheden' u, kleine snelheidsfluctuaties Su

3 ] ix
kleine dichtheidsfluctuaties 3%. Derhalve zijn de termen achter de
stippellijn van kleinere (kwadratische) orde. We laten ze weg (1inearise~

ring).

¢) De lokale toestandsverandering wordt beheerst door de Poissonformule

p(x,t) = A p(x,t)B A, B constant. Omdat de fluctuaties met x klein
worden verondersteld, lineariseren we ook hier

Ap = Constante . Ap. Hier: 9 _ 2 3o

dx ax °
Hierdoor gaat (24.4) over in:
.13 _ou _%logp _ UOu
p ot = ox ot T oox
_et % du _dlogp_ 13w
o ox ot J ax of at

eerste vergelijking naar x, t%eede naar t differentiéren levert links
hetzelfde. Dus

g u _ 1 u
ax? c? -at?

Ook hier wordt de golfvergeliﬁking verkregen.

Opmerking

De longitudinale trilling van een staaf gehoorzaamt niet aan de verge-
1lijking (24.1). ‘

Algemene beschouwingen

De beweging U(x,t) van een snaar is bepaald door

s 1 _
a) de golfvergelijking Fxx - = Utt =0

b) de beginvoorwaarden U(x,0) = £(x), Ut(x,o) = g(x)
¢) eventuele randvoorwaarden.

Voorbeelden

1) de harp

/’K
0 - —> X
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De plaatselijk uit de evenwichtsstand gebrachte snaar wordt op
t = O losgelaten (beginsnelheid nul): ,
beginvoorwaarden: U(x,0) = f(x), Ut(x,o) =0

randvoorwaarden : U(o,t) = U(4,t) = 0.

Wl
a b

2) de piano 0 b4

De snaar in ruststand krijgt op t = O over een zekere lengte [abl]
een klap: '
beginvoorwaarden: U(x,0)

o, Ut(x,o) ={C (a £ x <V)
0 elders
U(/egt) = Oo

randvoorwaarden : U(o,t)

Oplossingen

We zullen achtereenvolgens bekijken

A de oneindige snaar (-~ w < x < o, t > 0)
B de halfoneindige snaar (0 £ x < =, t > 0)
C de eindige snaar (0 K x < 4, t >0).

A. De oneindige snaar
1
Uxx‘;?Utt=° (- w<x<» t 30)

beginvoorwaarden U(x,0) = f(x)
Ut(x,o) = g(x) (24.6)

: _ 90 8a 0OV 08 _
Dan is Ux—aaax+aBax°Ua+UB
Uxx= Uaa + 2 UaB + UBB
_ U 0a  0OU 3B _ _
Uy =3t tapat -~ °Ug*°Tp
a2 _ :
Upy= © (Uaa ZUaB+UBB)
1 22U
Uxx - ~ Utt = 4 UaB = 0, dus 30.0p = Q.

Dit integreren we naar o

%% = constant t.a.v. o, dus o ¢(B)

op
nu integreren naar B: U = S ¢(B) dp + ¥ a)
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of U = &(a) + Y(B)
in x en t uitgeschreven:
U = o(x=ct) + ¥(x+ct) (24.7)
®(x-ct) is een eenparig met snelheid ¢ naar rechts lopend golfpatroon.
¥(x+ct) is analoog een naar links lopend patroon.

U is een superpositie van deze twee patronen.

Nu moeten we nog aan de beginvoorwaarden voldoen.

o(x) + ¥(x) = £(x)
-c @'(x) + ¢ ¥'(x) = g(x)

U(x,0)
Ut(x,o)

waaruit volgt
2 c > 2 c

en na integratie:

1 1 (¥

o(x) = 3 £f(x) - 2—CJ° g(E) dE + A
. X

¥(x) = % fx) + é% g(&) 4 + B.

U = ®(x~ct) + ¥(x+ct) =

' x+ct x-ct
= %(f(x—ct)+f(x+ct)) + é%n{J - J‘ } g(E) dE + A + B

) °
1 1 x+ct

= z(f(x-ct)+f(x+ct)) t 5 g(g) d¢ + A + B.
x=ct

U(x,0) = £(x) levert nog A+B = O, zodat de oplossing van (24.6)
tenslotte wordt

1 1 X+ct
“ U(x,t) = E(f(x-ct)+f(x+ct)) - — g(z) dE. (24,.8) -

ac X-ct

(Controleer dat (24.8) inderdaad aan alle voorwaarden van (24.6)
voldoet. Denk aan de hulpstelling op PD-232)

Aan (24.8) zijn enkele typische eigenschappen van de golfvergelijking
op te merken:

1) De beginuitwijking f(x_ ) van de snaar ter plaatse x = x is ten
tijde t merkbaar in precies twee punten: x°+ct en xo-ct. Ieder
krijgt precies de helft toegewezen.

2) De beginsnelheid g(x ) van de snaar ter plaatse x = x_ is ten tijde
t uitgesmeerd over dé uitwijkingen op het interval
[§°~ct, x°+ct].
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Zowel 1) als 2) is in overeeﬁstemming met de in twee richtingen heersende
golfvoortplantingssnelheid. -

Belangrijk: buiten het inter&al [xo-ct, x°+ct] is ten tijde t niets
te merken van de beginsituatié in x_. Dit in tegenstelling
tot de oplossingen van de warmtegelgidingsvergelijking.

?t

Grafisch

o

x ~ct x +ct —
0 o

De "invloedssfeer' van x_ ten tijde t is de basis van een, gelijkbenige
driehoek met vaste basisfBoeken a, top in (xo,t), tan & = >

B. De halfoneindige snaar mel vast uiteinde.

1 = ]
U - = U, =0 (0gx <o, £t >0)

i

beginvoorwaarden U(x,0) = f(x), Ut(x,o) = g(x) (x >0)

0 voor alle t (24.9)

randvoorwaarde T(o,t)

Oplossing: we gaan de algemene oplossing U(x,t) = ®(x~ct) + ¥(x+ct)
224.7) aanpassen aan de begin- en randcondities. Dit levert weer voor
de beginvoorwaarden:

X

a(x) = 3 £(x) = ] @+ A (x>0
o (24,10)
v(x) = % f(x) + é% ) g(Z) d€ + B (x > 0)

Nu de randvoorwaarde:
U(o,t) = ®&(~ct) + ¥(ect) = O wvoor alle t.
Vogr alle argumenten y moet dus gelden
a(y) = = ¥(=-y). (2%.11)
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Neem x < O, dan is -x > O en volgens (24,10, 11)

X

8(x) = - ¥(=x) = - 3 2(-x) - 5= | (D) & +B (X =-n)
1 1 [
o(x) = -~ 3 £(-x) - 5 ) -g(=n) dn + B (x < 0)
analoog “ X (24.12)
¥(x) = = 3 f(~-x) + > -g(=n) dn + A (x < 0)
)

Het is nu mogelijk (24.10, 12) in één formule voor alle x samen te
vatten, nl. door f(x) en g(x) ook voor negatieve x te definieren,
en wel

x < 0=>f(x) = -f(~x), glx) = =g(-x)
waarmee we de halfoneindige snaar met vast einde hebben beschreven

als helft van een oneindige snaar, waarvan de beginpositie en
~-snelheid oneven funkties van x zijn.

Grafisch: kromme: beginpositie pijltjes: beginsnelheid.

Om tot de uiteindeli jke op10851ng van (24.9) te komen moeten we nog
gebruiken

U(x,0) = &(x) + ¥(x) = £(x) dus A+B = O.

De oplossing van (24.9) is duér

1 1 x+ct
U(x,t) = 3 (£f(x-ct) + f(x+ct)) + =— g(€) at

2e x-ct
- (24.13)
waarbij f(-x) = =f(x), ! gl=x) = =-g(x)
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Fysische nabeschouwing: bezien we de invloed van beginuitwijking £(x )
en beginsnelheid g(xo). °

’
O
Mb--=--

7odra de invloedssfeer van x_ het punt O passeert, wordt in de half-
oneindige snaar de invloedss?éer van -x_ ook merkbaar. De hierbij
optredende uitwijkingen zijn tegengestegd aan het effect van x_ (f en
g zijn oneven funkties). Gebruikelijke interpretatie hiervan:

een golfpatroon wordt aan een vast uiteinde gespiegeld teruggekaatst.
(Reflectieprincipe.) :

C. De eindige snaar met vaste eihdpunten.

1 :
Uxx-;Z’-Utt=o (stgl, t >0)

beginvoorwaarden a) U(x,o0) = £(x), b) Ut(x,o) = g(x)

randvoorwaarden U(o,t) = U(L,t) = O voor alle t (24.14)

We behandelen twee oplossingsmethoden

I met segaratie '
II met Laplacetransformatie -

I, Oplossing van (24.14) met separatie
Stel U(x,t) = X(x) T(t); de golfvergelijking wordt dan
x(x) T(t) - ;% X(x) T"(t) = O
c !

x(x) _ 1 I(E) consfant == A,

X(x) - of T(t)
X"+7s.2X =O=¢X=Asinf7\x chos)\x
m + (¢)’T = 0 =T = D sin Act + E cos Act

aangepast aan de randvoorwaarden:

U(o,t) = O voor alle t =3B =0
U(L,t) = O voor alle t =»>sin M = O =\ = kn/&.
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De elementaire oplossingen, welke voldoen aan de randvoorwaarden, zijn
dus

| _ kx . kmet
Uk(x,t) = sin =7 (Dk sin =7— + E

knct
Xk cos

y; (24.15)

Door superpositie van deze vormen construéren we nu de oplossing van
(24.14), die voldoet aan de beginvoorwaarden.

Stel U(x,t) = i {Uk(x,t). - (24.16)
k=1 |

a) U(x,0) = EE: E_sin E%l = f(x) (0gxg o
k= |

vermenigvuldig met sin 1%5 en integreer van O tot £: alles valt weg

behalve Ej
£

g g =\y f(x) sin 1%5 dx

o

of
= %J £(E).8in 15% dE  (k=1,2,3,...)  (24.17)
[o]

== . knx  kmc knct
b)‘ Ut(X,t) = §_1 sin = e (Dk - E_sin
= .
Ut(x,o) = _ E%E . D sin E%E = g(x) (gegeven)
LARS,) £ . ‘ (x) si '1%5 dx, dus
jo 3 = g(x) sin ;
Q .
2 (* ., EnE
Dk=I£Ec'o' g(Z) sin =%~ dE. (k=1,2435005) (24.18)

Combinatie van (24.15 t/m 18) levert als oplossing van (24.14)

U(x,t) = § sin 1-5“-'6—]5 {—-2-— sin E%J‘ g(g) sin %g at +
k=1 ° '

kne

. .
s Erct 6( £(z) sin %‘5@;} (24.19) -

&l
o
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Uit de theorie der Fourierreeksen volgt, dat bovenstaande reeks aan

de beginvoorwaarden voldoet, mits f(x) en g(x) voldoende tam zijn -

(bijv. continu), vgl. PD-106.

De hier voorkomende Fourierreeksen zijn sinusreeksen in x op het inter-

val [0,£]. Hun som stelt voor - » < x < « een oneven funktie voor,

.die blijkbaar een periode 2£ moet hebben. Laten we derhalve onze

oorspronkelijk op [0,£] gedefinieerde funkties f en g oneven voortzetten

met periode 2£. Daarmee representeert (24.19) een beweging van de

oneindige snmaar, die aan de beginvoorwaarden U(x,0) = f(x), Ut(x,o) =
(x) (voor alle x) voldoet. Als proef op de som laten we nu zlen, dat

(24.19) ook in de gedaante (24.8) kan worden gebracht.

Bewijs. Uitgangspunten:

'j) sin E%E cos EE%E = — [sin va (x~-ct) + sin %; (x+ct)]

kn

knx .  knet [cos 55 (x-ct) - cos =5 (x+ct)]

sin y; sin 7

- AV Y

2) De Fourierstelling (PD-106, 112) voor f(x) en g(x):

£f(x) = Ew b, sin E%E, glx) =% d, sin E%E
k=1 ’ k=1

(voor alle x dankzij de oneven, periodieke voortzetting)

£ | y
met by = %l‘ £(¢) sin 52 ar, 4 = %_[ g(z) sin 2 az.

o

Hieruit volgt voor het tweede stuk van (24.19)
oo £
> [% j‘ £(E) sin E%Q dZ] sin sz cos kuzt =
k=1 [+)

;:1 b, .-%[sin 1—{% (x-ct) + sin 1—% (x+ct)] =

1 (e(xm0t) + xeat)),

> E%~I g(E) sin E%; ?E] Efz sin knx sin kmect =
k=1 (] !,

=:§ft dk. % £ [= gos %%(x+ct) + cos %}(x-ct)] =

= kne
co x+ct
S AST J i km A i,
_20 dk S%n%dﬂ—chz eoe =
k=1 X=-ct
. 1 Xfct ‘
= EE g(n) dn. qoeado
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Opmerking

Ook bij de eindige snaar met vaste eindpunten O en £ zien we het
eerder genoemde reflectieprincipe, zowel bij O als bij £, dankzij het
oneven periodieke karakter van f en g. Ga dit nal!

IT. Oplossing van (24,14) met Laplace-transformatie.

Als u(x,p) =r ¢~Pt U(x,t) . dt

o O .
dan is j e PP U at = u,
A xx xx
= _pt l . 18 = -pt
=P — ~pt - -p ;[ -p -
en j e Uttdt = e det = Ute +p e Utdt =
) (0 g - o ()
= -Ut(x,o‘)f pJ e-pth= _Ut(x,o)- pU(x,0) + P u(x,p).

(o)

Derhalve gaat de golfvergelijking met begin- en randvoorwaarden (24.14)
over in :

2
1
u,. - f? U= - g(x) - f% f(x) (24.20)

waarbij u(o,p) =J U(o,t) e PYat = 0 en u(g,p) = 0.
[o]

De Greense funktie G(x,Z3;p) van (24.20) moet volgens type A, PD-212
worden gevormd:

2 \
Gxx-%c;:o (x £ E)

A sinh &% sinnh 2(4-E) (x
G(o) = G(£) =0 [=>a = c c

€
A sinh %E sinh %(Z—x) (x >

G continu in x = E

G'(§+) = = A % sinh %é cosh % (£=-x) (x = &)

G' (7)) = A E cosh %? sinh E (£-Z) (x = E)
aftrekken

sprong = = A % sinh %f = «1 per definitie.

Dus A = . , en daardoor

p sinh B;
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( ) o sinh %% sinh %(Z-E) x K&
G(x,E3p) = —— =7 ’ (24.21)
7 p sinh %; sinh %} sinh E(Z-x) x>&

Op grond van (23.54) en de randvoorwaarden van (24.20) vinden we nu
(A =3B =0) ‘

£ o _
u(€,p) = j G(x,E3p) . [%; g(x) +‘{} £(x)] dx - (24.22)
0 ¢

en door de omkeerformule PD=-150

Y4ie

» Y+iee £
U(E,t) = —2—;‘?{ f U(E ,P) ept dp = -12—_( g(x)dx.—z-;—{ »‘J\ eptG(x,Z;p)dp
Y-i= ¢ o : ~i%

1 (% 1 (YHT ot
Ay f(x)dx. E;I~[ pPe G(x,E3p)dp.(24.23)
C (s . Y..ioo . 4

We berekenen de p-integralen (zie (24.21)) voor x < §

1 Jy+iw ept c sinh‘%? sinh E(ﬁLE)

1y = dp. (2k.24)
ani Y=-iee p 8inh %é
singulariteiten: p = O niet (ontwikkel de sinh)
i Lez E-I—e’_‘ = -lglt—c— =% 4
, iR sinh 0=>c ikn, p =i~7 (k=t1,%2,00.)
ép dus Yy moet positief worden genomen.
3 Neem als contour: verticaal van Y-iR naar
c v+iR, afsluiten met linkerhalfcirkel CR.
[ .
R P

Zorg er voor niet te dicht bij een
singulariteit te komen.

L
2 Pas lemma van Jordan toe.
Y Dan is lim .f = 0, (zelf doen!)
“; : R+ o C
R
Dus volgens de residustelling is de
aitkomst van (24.24) de som van de resi-
duen der integrand. p, is enkelvoudige
- v -iR - pool, dus (zie (13.175)

» : ¢ sinh BX sinh B(£-€)
(Res) = 1lim (p-pk) eP’. -.C 7 g .
- pk P pk ] p sinh Pc_
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De limiet is factorsgewijs te nemen, als we combineren

pP=p
k - . 6 _ ke
1lim lim £) = (=1) 7

: -
p-p, sinh 36-:2 (p=p, =0) 6=+ o0 sinh(ikn-n-%—

Derhalve is

' 25%23 ¢ sinh AKX o inh igﬁ(zhﬁ)
(Re ) _ £ C k
5 P, e ikne z (-1
k Z
: iknet
_ 2¢ knx knt £ a1
= & sin y; sin 7 - © ¢ 37 °
Het residu in Py is
iknet
. 2c knx knE T a
(Res)p_k = - sin == sin == .. e - 37°
Samengenomen :
(Res)p + (Res)p = %% sin kZF sin kzs sin kﬂ?t.
k =k

Dit is door symmetrie ook voor x > f goed.

De eerste term van (24.23) is dus

o0 V4 ‘
U, (E,t) = z E%E-f g(xb sin E%E dx . sin kz; sin kz;t.
: k=1 o

Vergelijk dit met (24.19).

v +ico ¢ sinh Eﬁ sinh 2(£-%)
2) 1 J7 ept c| c

5= dp. | (24.25)

Y=ioo sinEh R;-g

De integrand heeft dezelfde singulariteiten als boven. Ook hier is

lim J‘ = 0, dus de uitkomst van (24,25) is weer gelijk aan de som

4
R—»eo CR i

van de residuen in Py e Met dé vorige residuen verschillen deze slechts
een factor Py° %
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2 iknet
_2 knx knk Z 1
(Res)pk = —Zr-sin = sin 5 e ° 3
=ikmnct
_ 2 knx kng £ 1
(Res)’_.pk = sin == sin yal >3
+
2¢? knx knE knet

Samen: yi sin 7 sin —7 ©os T

De tweede term van (24.23) is dus

) £
U,(E,t) = Ei1 %.i f(x) sin 5%5 dx . sin k;t cos kt;t,

in overeenstemming met (24.19).
We beschouwen nu nog de golfvergelijking voor een niet triviale
randvoorwaarde:

1 : '
= 0 (0L x <=y, £ >.0)

Upx = o ? Ust
beginvoorwaarden: U(x,0) = U,(x,0) =0
randvoorwaarden : U(o,t) = ftt) (24.26)

Oplossing: Laplacetransformatie naar t levert (zie PD-242) voor

u(x,p)‘:\[ e U(x,t)dt de d.v.
()

2

u - 2 u=20 met randvoorwaarde

XX c
[e.o]

u(o,p) =£ e Pt y(o,t) at = F(p). (24.27)

Deze differentiaalvergelijking kunnen we ook wel zonder Greense funktie
oplossen.

N
Algemene oplossing u = A e + Be
randvoorwaarde in« : begrensdheid, dus B = 0O By
derhalve u(o,p) = A = f(p), waarmee we gevonden hebben u(x,p) = Ff(p)e c.,

Het Laplace origineel van T(p) is bekend.

~Bx

Vraag: wat is de invloed van de factor e °
Oplossing:kunnen we samenvatten in de

&



PD-246

Hulpstelling:
als F(p) =] Pt 2e) at.
. [
. Dan is
F(p). e P =J@ e“P¥ g(t) at, waarbij
[o}
g(t) =0 als t <« '
g(t) = f(t=a) ala t > a .
Bewijs

Jm ¢™P% g(t) at =r +r =J e Pt £(t-a)dt = (noem t-a = u)
o o

(o] - ,
=‘£a e'p(u*a)f(ﬁ)du = e-pal“ e Pls(u)au = e P¥T(p).

Dit is een soort verschuivingsstelling, als we de grafiek van g(t)
t.o.v. die van f(t) bekijken.

De grafiek is in z'n geheel over
a naar rechts geschoven en links
aangevuld met funktiewaarde nul.

]
~
(3
~r

g(t)

—_— t
Op grond van deze hulpstelling vinden we als oplossing van (24.26)

0als t < %, dus x > ¢t
T(x,t) = x (24.28)
£f(t - ;) als x L ct
Opgaven
1) Los op met Laplacetrarsformatie de d.v.
1 = oo
Uxx-czutt_o (- o< x <=, t >0)

beginvoorwaarden: U(x,0) = £(x), Ut(x,o) = g(x).

Aanwijzing: U(x,t) wordt begrensd verondersteld.

. ~Blx-Zl
men vindt G(x,E3p) = 35 e .

1
2) Los op de d.v. Uxx-;Utt=O (x>0, t 3>O0).
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Beginvoorwaarden U(x,0) = f£(x), U, (x,0) = g(x)
randvoorwaarde Ux(o,t) =0 vgor alle t.

Leid hieruit een reflectieprincipe af.

Antwoord:
x+ct

UCx,t) = 3 {E(xect) + flx-ct) } + oo g(D dE,
. =gt

waarbij f£(-x) = £(x), g(-x) = g(x).

1
3) Los op de d.ve. Uxx = o2 Utt =0 (ogxg 4 t 0).

WV

Beginvoorwaarden U(x,0) = f£(x), U, (x,0) = g(x)

randvoorwaarden U(o,t) = 0O, Ux(£ %) =0 voor alle t.
Antwoord: “
T(x,t)= Z{ cos(k-3) ZE+B sin(e-d) BE) sin(e-D) &
Ak k 2 £ 2
waarbij
. y ,
A= Zf £(2)sin(k-3)% 425 B = ———f————f g(2)sin(k-ES az.
(kvé-)nc )
1

U,(x,0) = 0 voor alle x

Beginvoorwaarden U(x,0)
£bt), U(L,t) = 0 voor alle t.

randvoorwaarden U(o,t)
Antwoord:
definieren we g(t) = {

0

0 .
£(t) 0 dan is de oplossing:

t‘f'd‘
VA

Uix,t) =5 glt = X*Zk’g Z g(t + X22kky

k=0 ¢

25. Varia

In dit hoofdstuk schetsen we enkele zaken, waarvan een diepergaande
behandeling buiten het kader wvan dit college valt.

Als voorbeeld van een elliptische differentiaalvergelijking bezien we
de potentiaalvergelijking
d
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Uxx+Uyy=O (0gxgK4 O0LKy< =

met als randvoorwaarden:

U(o,y) = U(4,y) = 0O voor alle y

U(x,0) = f£(x) (25.1)

Opmerking 1

Als we aan U(x,y) voor y— = regulariteitseisen opleggen (begrensdheid)
dan is dit een randwaardeprobleem van Dirichlet (zie PD-60) en heeft
de vergelijking een eenduidig bepaalde oplossing.

We proberen dus Laplacetransformatie naar y.

u(x,p) =\f e y(x,y) dy 1levert voor u(x,p) de d.v.
o
LI p?u = p U(x,0) + U_(x,0)
randvoorwaarden: ufo,y) = u(l,y) =0 (25.2)

Opmerking 2

Om (25.2) en dus (25.1) tot een oplossing te brengen, moeten we schijn-
baar behalve U(x,0) = f(x) ook nog U_(x,0) gegeven hebben. .
Dit in strijd met de eenduidigheid vin het Dirichletprobleen.

We verliezen de moed niet, gaan dus toch door, en stellen de onbekende
funktie Uy(x,o) = o(x).

De Greense funktie van het probleem (25.2) is van type A (PD-212)

G, + PG =0 (x£)

A sin px.sin p(4-E) =x
G(0) = a(£) =0 => G(x,E;p) = {

£
A sin pZ.sin p(£-x) x > &
G is continu

G'(E*) = - Ap sin pE cos p(£-x)  (x=%)
G'(£”) = Ap cos px sin p(4=%) (x=E)
aftrekken
. . saa . 1
Sprong = - Ap sin pf = =1 per definitie = A = E—EEE_EZ
Derhalve
(x.2:p) 1 {sin px sin p(£~E) %K (
G(x,835P) = S =ip of 25.3)
’ p sin pé sin pf sin p(L-x) xBE

Volgens (23.5A) is dus (A = B = O door de randvoorwaarden)
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£
u(Z,p) = -J G(x,E3p) [p £(x) + 9(x)] dax (25.4)

s}
Voor het terugtransformeren met de omkeerformule (PD-150) geldt:

Thioo 4
0Ey) = - 5 | e ap | alx,Zip) [p £(x) + o(x)lax
[o]

Y-1® (25.5)

De integratieweg voor p moet daarbij alle singulariteiten van-de

integrand links laten liggen. Bezien we dit voor x < E.

De funktie G(x,E;p) = S=-RX S0 p(£-2)
p sin p4 kx

maar wel enkelvoudige polen, waar sin p£€ = O, dus in de punten P =7

heeft geen singulariteit in O,

(x = % 1, ¥ 2, +e0)e Deze polen strekken zich rechts onbegrensd ver uit.
I Er bestaat dus zonder meer

- ® " geen Yy voor de omkeerformulel!
| P, P, Ps B,

We nemen onze toevlucht tot een middel, dat misschien aan deze moeilijk-
heid en aan het bezwaar van opm.2 kan tegemoet komen.

Probeer een ¢(x) zo. dat de residuen der p-integrand van (25.5) in

alle p, (k = 1,2,34...) nul worden.

Opm. Deze residuen zijn integralen over x!

. . py sin px sin p(£-E)
Volgens (13.17) is het residu van e'’. T 5in pl (p £(x)+9(x))

in Py gelijk aan
p"pk 1
sin p2 ° p

-1 e K K K
= e sin 7"5 sin -;; (z-:).[-f £(x) + o(x)] =
1

E%Z . knx . k=

= - — e sin =5~ sin —25 [%; £f(x) + o(x)].

1lim e?¥ sin px sin p(£-E) . (p £(x) + o(x)) =

P-e Pk

Het residu van de p~integrand, dat we nul willen hebben, ontstaat
hieruit door integratie over x (0 { x £ £). Dus moet

£ knx k=n
j sin =5~ [77 fx) + o(x)] dx = 0 (k = 1,2,345000)
0

of )4

4
%‘I ¢(x) sin E%§ dx ‘= = é%? . f(x) sin E%E dx  (k = 1,2435000)
[+] o) .
(25.6)
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Anders gezegd: van ¢(x) schrijven we de fouriercoefficienten voor.
Hiermee is dan terstond het gehele probleem opgelost, want de uitkomst
van (25.5) wordt nu na toepassing van het lemma van Jordan gelijk aan
de som der residuen van de p-integrand in de negatieve polen, d.w.z.

== kn? g (4 x kn
U(g,y) = - > - = © sin _%g\f [7£ £(x)+9(x)] sin 5= dx =
o

n £
==n

=]

0 1 % . ar J"e nw nnx zie
=2 axe | s EE ] U 0-e(0] sin Fax = (5 ¢))

- '
=Z-£—;te sin%fgl 27?-’-‘1’(::) siny‘-%-}-r-dx.

nn

- - £
U(Ey) =5 e . sin %E%J £(x) sin 55F ax.  (25.7)
[o]

Opmerkingen.

Dat we alle residuen in de positieve polen nul moesten maken blijkt

uit (25.7): een residu in een positieve pool levert een positieve e~
macht in deze formule, dus onbegrensdheid, als y- « , Dat we anderzijds
geen residuen bij negatieve polen nul konden maken, blijkt reeds uit

de afleiding van (25.7). De onbekende funktie ¢(x) is precies geelimi-
neerd. Controleer, dat Uy(x,o) wel juist de fouriercoefficiénten (25.6)
heeft.

Om het vertrouwen in de oplossing te geven of te versterken bezien we
nu een afleiding met separatie. ‘

Gegeven: ka + Uyy =0 0<xg4 yv20

met U(o,y) = U(L,y) = 0, U(x,0) = f(x).

Stel U(x,y) & X(x) Y(y)==$»£§%§% = - Z%%%% = constant = -A? ,

M+ A2X=0
X(0) =%x(8) =0

}éxk Ak sinl—g;ez (k=1,2,3,..-)

- 'Y =0 u-l%x
@Yze
Y begrensd k

1

Algemene oploésing
oo Tk
-z knx
U= a e £ gy kEX
k=1 Ak

moet voldoen aan U(x,0) = f(x), dus
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f(x) =Z Ak sin 1—‘-2'?‘-

k=1

vermenigvuldig met sin E%E, en integreer van 0 tot 4,

~f£ nrex £
A f£(x) sin == dx =3 . An,

of V4
A = %‘l £(£) sin 955 dz (B = 1,2,35000)
MeB oWe ;
= 'k% T L kn
U(x,y) = g e sin =7 z\z[ £(Z) sin 7; ag

in overeenstemming met (25.7).

Bekijken we nu de vergelijking

2
L7 - £(x) 0gxg 4
dx

(25.8)

met de randvoorwaarden v(0) = v(£) = O,

Een oplossing met de Greense funktie (type A) is mogelijk. Laten we
voor de afwisseling een elementaire oplossing kiezen.

. d2 . d b4
£y f(x)==>-d—;=j; £(2) a2 + 4 =>
x
=2 v(x) = j~ dn ﬁfq f(E) dE + Ax + B.

=0 =0

Verwisselen we de integratievolgorde (tekenen!)

X X
v(x)=J £(z) az jza“m”a:
N=

=0
X

v(x) = j (x;g) f(£) a¢ + Ax + B.

o
Aangepast aan de randvoorwaarden:

£
v(0) =B =0, vw(d) = J‘ (£-%) £(g) d + AL + B
)

resultaat derhalve

>'q Y4
£ v(x) =‘f A(x=E) £(£) A = S x(£-2) £(r) az.
o]

(o]
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De laatste integraal splitsen we over [0,x] en [x,£] en combineren met
de eerste '

Y4 £
£ v(x) = - X E(L-x) £(E) dE - i x(£-8) £(&) daz. (25.9)
o)

Vergelijk dit met de uitkomst via Greense funktie.
Kortom, we kunnen schrijven

, £
v(x) = -‘f G(x,2) £(&) 4k
[e]

x(£-E)
=T el x <
waarbij G(x,Z) = £ St (25.10)

Omgekeerd kunnen we bij gegeven v(x) en onbekende f(x) de formule
(25.10) opvatten als een integraalvergelijking voor f(x), en wel een
integraalvergelijking van de eerste soort. (De onbekende funktie staat
alleen onder het integraalteken.)

Een ander geval. We gaan uit van de d.v.

1 -
U .- = U, =0 (0gxg 4 t>0)

(25.11)

randvoorwaarden: U(o,t) = U(L,t) = O voor alle t.

Oplossing met separatie. U = v(x) . T(t) geeft

v(x) _ 1 T(t)

—;r—G-c-y = -—Tm = constant = -,
Voor v(x) leidt dit tot het randwaardeprobleem
2
i§=-uﬂm (0gxg A
randvoorwaarden: v(0) = v(£) = 0. (25.12)

Passen we dezelfde redenering toe als bij het vorige probleem dan komen
we weer tot een integraalvergelijking voor v(x), namelijk

y4
v(x) = pj G(x,E) v(&) dZ

x(4£-%) x<E (25.13)
waarbij G(x,E) =
;(g-x) % >/ E

&

Hier staat de onbekende v(x) zowel onder als buiten het integraalteken.
We noemen de vergelijking dan een integraalvergelijking van de tweede
soort. Bovendien is in dit geval de vegelijking homogeen.
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Hoewel we niet in details kunnen treden, vallen toch enkele spec1f1eke
eigenschappen van deze laatste soort vergelijking op.

1) Uit een partigle differentiaalvergelijking met randcondities kan,
mits aan bepaalde eisen voldaan is, worden afgeleid een integraal-
vergelijking.,

2) Vullen we x = 0 of x = £ in (25.13) in. G wordt nul, dus vanzelf
v(0) = v(£) = 0, m.a.w. de randvoorwaarden zitten in de integraal-
vergelijking zelf ingebouwd.

3) wv(x) = O voldoet aan de integraalvergelijking voor alle waarden
van po (zgn. nuloplossing)

L) Vroeger (PD-239) zagen we, dat niet alle p aanleiding geven tot een

2.2
oplossing # nuloplossing. Hier alleen p = k122 geeft v(x) = sin Ak

Een dergelijke waarde van p heet eigenwaarde, de bijbehorende v(x)
eigenfunktie van de integraalvergelijking.

5) Van belang voor numerieke berekeningen is de sterke verwantschap
met eigenwaardeprohlemen uit de matrixtheorie:

Laat G(x,E) gegeven zijn (0 xK 4, 0% < 4) en voldoen
aan G(x,0) = G(x,£) = O, Beschouw nu de 1ntegraa1vergelijking

£
v(x) =11J G(x,&) v(g) at. (25.14)

o]

We benaderen de integraal met de trapeziumregel. Verdeel [0,£] in
N gelijke stukjes en beschouw de gebroken lijn door de overeen~
komstige punten van de grafiek als benadering voor de funktie

G(x,t) v(&) = £(&)

£(E)

3y £ — 8

% v(x) 1r8(0)+28(2, )428(E, )40 e er28(Ey_)+E( D] =

N 2
= ﬁ[g(x,g1)v(§1)+G(x,52)v(§2)+...+G(x,EN_1)v(§N_1)]

omdat G(x,0) = G(x,£) = O.
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In het bijzonder vinden we door het invullen van x = E

3
1 £ &1
5 V(& = -ﬁ%;_; 6(2,,5) v(g)  (§=1,2,..0,8-1)  (25.15)

_— Noemen we V(Cj) ter afkorting vy en G(Cj,zk) analoog ij dan

hebben we te maken met een matrix-eigenwaardeprobleem

N-1 N

ij Vk =Rvj ’ (J=1,¢.0,N.1).

k=1

De eigenwaarden van de (N=-1) bij (N=1)-matrix (G,,) zijn
N Jk

(bij benadering) 28 waarbij p eigenwaarden van de integraalverge-

lijking zijn. Hoe het approximatieproces precies werkt als N - o
laten we hier buiten beschouwing.

26, Karakteristiekentheorie

We bespreken eerst twee hulpstellingen.
Hulpstelling 1

Gegeven een ruimtekromme K: r = r(s) (zie PD=6). Dan heeft de
raaklijn aan K in het punt P, gelegen op K als parametervoorstelling
(parameter A):
. dr
r =z, + h(a;)p (zelf bewijzen)

Hulpstelling 2

Gegeven een oppervlak S: 3z = z(x,y) in R, . Daarop een punt F.
Dan heeft het raakvlak aan S in P als vergelijking:

gz = (2 ) (x=x) + (z_) (y=y.)e.
p - xy e T Ty, e

Bewijs. Een kromme K op S door P heeft als parametervoorstelling
r = (x(s), y(s), 2(x(s), y(s))), dus zijn raaklijn in P heeft volgens
hulpstelling 1 de parametervoorstelling:

X~X x

- = A v
y Yp ¥ . .
z-zp zxx + zyy o

&

Eliminatie van A, é en y uit deze betrekking (dow.z. afzien van enige
speciale keuze van K op S en enig punt op de raaklijn) levert
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(x=x_)(2_.) + (y=y )(z2.) = z-2_.
b X P P y P P

Aan deze betrekking voldoet elk punt van elke raaklijn in P aan S,
het is dus de vergelijking van het raakvlak in P.

We beschouwen nu de zgn. quasi-lineaire partiele differentiaalverge-
lijking van de eerste orde

au +bu =c¢
X y

(26.1)

waarbij a, b en ¢ van x, y en u afhangen.

Probleem van Cauchy

Zoek de oplossing(en) u = u(x,y) van (26.1) (integraaloppervlakken van
(26.1)) die een gegeven kromme K: x = x(s) bevatten. (De vector x
geeft weer (x,y,u))

Oplossing

De gevraagde oplossing(en) u = u(x,y) heeft in elk punt P van K als
raakvlak (hulpstelling 2)

u-u = (ux)p (x-xp) + (uy)p (y-yp), (26.2)

dax
dat de raaklijn ETEP = A(Eg) (hulpstelling 1) bevat. Substitutie

van de laatste vorm in (26.2) moet dus een identiteit in A opleveren.
Voor elk punt van K geldt bij gevolg

ax . 4y _au
Uy * 38 T uy ds = ds (26.3)

maar ook de d.v.

U, o & + 1 .b=c.
X J

Uit deze twee lineaire vergelijkingen zijn de twee onbekenden u_en uy

in het algemeen op te lossen. Meetkundig: we weten in elk punt van K
het raazkvlak aan ons integraaloppervlak.

Er bestaan echter krommen, waarvoor bovenstaand tweetal vergelijkingen
oneindig veel oplossingen heeft, namelijk die krommen K, waarvoor

dx  dy du
ds _ ds _ _ds
— = =g (26.4)

een kromme, die aan deze gewone differentiaalvergelijkingen (26.4)
voldoet heet een karakteristiek van (26.1). Meetkundig: elk raakvlak

- van een karakteristiek is raakvlak van een integraaloppervlak.

Een oppervlak, opgebouwd uit louter karakteristieken is dus integraal=-
oppervlak van (26.1). Uit de theorie der gewone differentiaalvergelij-
kingen volgt, dat door elk punt (x,y,u) precies één zo'n karakteristiek
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gaat (zie E.L.Ince, Ordinary differential equations, London 1927, p. 71)
De richting van de raaklijn aan een karakteristiek heet wel
karakteristieke richting. In elk punt (x,y,u) is de karakteristieke
richtingsvector dus

Yyor = (a(x,y,u), b(x,y,u), clx,y,u)) (26.5)

Het probleem van Cauchy voor een kromme K, die in geen enkel punt een
karakteristieke richting heeft, kent dus precies één oplossing?

Het oppervlak, gevormd door de uit K ontspruitende karakteristieken
(zie figuur)

u.

——

figuur a

A
!
1
!
i
1
'

X \-l"’\
Lt

figuur b»

In figuur b zien we, dat een kromme K met een singulariteit P (hoek)
aanleiding kan geven tot een integraaloppervlak S met een richel L.
Aanschouwelijk verwachten we, dat deze richel een karakteristiek zal
zijn.

Spraakgebruiks de discontinuiteit van de gegeven kromme loopt langs
de bijbehorende karakteristiek verder,

Analytische behandeling. De projectie L' van L op het xy-vlak heeft
de eigenschap, dat voor de vergelijking u = f(x,y) van het integraal-~

oppervlak geldt: g% is discontinu (n = normaal op L'), terwijl %%

continu is. (t = raaklijnvector van L')
We onderzoeken welke krommen L' deze eigenschap hebben.

1 .

Voor beide zijden van L' geldt:

Jet
[

(cos 8, sin 0)

Il

(~sin 8, cos 8).
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o _ .
o = grad u,n = u_ sin 6 + uy cos O
bu grad u.t = u cos O+ u_ sin ©
ot - b4 Uy
dgus u =u, cos 6 ~u_ sin 8, u_ =u, sin 6+ u_ cos 8,
b'd t n y t n

ingevuld in (26.1), omdat beide zijden van L integraaloppervlak zijn:

(a cos 6+ b sin 6)u

+ (~a sin 8 + b cos lu’ = ¢
t n
(a cos 8 + b -sin e)ut + (=2 sin 8 + b cos e)u; = ¢
aftrekken
(-a sin 8 + b cos 6)(u+ ~-u)=20
n n

Daar u; - u; ongelijk nul is moet voor L' in elk punt gelden

~a sin 6 + b cos 6 = 0, dus %% = tan 0 =

in overeenstemming met (26.4). L' is dus inderdaad projectie van een
karakteristiek en de snijkromme L van de twee integraaloppervlakken
is een karakteristiek van (26.1).

Bezien we vervolgens het stelsel quasilineaire differentiaalvergelij-
kingen

au + bu_ + cvx + dv e

x ¥ J (26.6)
Au + Bu # Cv._ + Dv B

X y X y

i

.. &, by Ccy d, €
waarbi j A, B, C, D, E
onbekende funkties van x en y zijn.

} gegeven funkties van u, v, X, ¥, €n u, V

Probleem van Cauchy

Gegeven: een kromme X in het xy-vlak: x(s), y(s)3; daarop eveneens
gegeven de waarden van u en v, dus u(s), vis).

Gevraagd: een paar funkties u(x,y), vix,y), dat aan (26.6) voldoet en
op K de gegeven waarden aanneemt.

Meetkundige interpretatie: in de driedimensionale ruimte (3 assen:
&&n voor x, één voor y, en één voor u en Vv samen) zijn gegeven twee
krommen K,: (x(s), y(s), u(s)) en K,: (x(s), y(s), v(s)), waarvan de
projecties op het xy-vlak samen valien met X.

Gevragagd worden twee oppervlakken 5,3 u = u(x,y), en S, v = vix,y)
welke voldoen aan (26.6) en resp. K, en K, bevatten
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UV
K2
i
i
. i
—1 | [} K1
1 i |
1 | ]
! |
i | 1 y
| |
K

Oplossing: voor de gezochte funkties u(x,y) en v(x,y) geldt, omdat
S, de kromme X 6, S, de kromme K, bevat: u(x(s), y(s)) = u(s) en

v(x(s), y(s)) = v(s) (identiek in s). Bij gevolg

dx dy _du
Uy @8 * uy ds T ds
dx dy _ dv
Vx ds | vy ds ~ ds
maar ook (26.7)
u_a +u + Vv +v.d =e
y X y
u + u + v + = B
x y y
Dit zjjn vier lineaire vergelijkingen met vier onbekenden Ups Uy vx,

vy, geldig voor alle punten van K. In het algemeen vinden we hier

precies één oplossing, dwz. in elk punt van Ky resp. K, vinden we

2

precies é&én raakvlak (zie hulpstelling 2) voor de gezochte integraal-

oppervlakken S, resp. Sz.

Interessanter is het geval, waarbij (26.7) meer oplossingen heeft.
Dit treedt op als de rangen van de onderstaande 4x 4 en 4Xx 5 matrices
van de coefficiénten onderling gelijk en minder dan 4 zijn

dx dy » du
&s as 9 O | ds
dx QX dv
_ ) 4V
° ° % = ! T@ (26.8)
3 a b c d | e 4
{
A B D ! E

(zie Bijl-Salet. Analytische Meetkunde TH Delft 1957, hoofdstuk IV)



PD-259

Nodig hiervoor is het nulzijn van de 4x 4 determinant védér de stippel-
lijn. Uitgewerkt krijgen we

dy.2 s dx d dx .2
(Ac—aC)(Eg) + (aD-Ad+bC-Be) = Eg + (Bd-bD)(F) = O (26.9)

v - 4y _ dy dx
of, omdat langs K geldt y ax ds/ds

(Ac-aC) y'? + (aD~Ad+bC~Bc) y' + (Bd-bD) = O. (26.10)

In elk punt van het xy-vlak bestaan dus voor elke gegeven u en v
waarde twee zgn. karakteristieke richtingen, overeenkomende met de twee
wortels y' uit de vkv. (26.10)

Op grond hiervan noemen we het stelsel (26.6)

hyperbolisch, als de wortels reeel en verschillend zijn
parabolisch, als de wortels gelijk gijn
elliptisch, als de wortels niet reeel zijn.

We zullen nu de nodige voorwaarde (26.10) nog op twee andere manieren
afleiden.

Tweede afleiding van (26,10)
We zoeken naar die krommen K: x(s), y(s) in het xy-vlak, waarop discon-
: tinuiteiten in de normale

yT afgeleiden van u en v beide
mogelijk zijn (vgl. PD-256).

Voer bij het punt P wvan K een

locaal assenstelsel in volgens

raaklijn aan en normaal op K.

(cos 6, sin 8),

(-sin 6, cos B8).

Is i

—> X

Volgens (3.3) is

u_ o= Su =grad u . s = u_ ¢cos 6 + u_ sin ©
s ds - X ¥
au .
u = s—=grad u . n =-u_ sin 6 + u_ cos O
n 0s = X y

waaruit volgt

u =u_cos 8 - u_ sin 0O
X s n

u = u_ sin 8 + u cos 6
¥y s n

en analoge formules voor v, en vy.

Dit’ vullen we allemaal in bij (26.6).
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us(a cos B+b sin 6)+vs(c cos 6 +d sin 6)+un(-a sin 6 +b cos 8)+
+vn(-c sin 844 cos 8) = e
uS(A cos 6 +B sin 6)+vs(C cos 8 +D sin 6)+un(-A sin 8 +B cos 0)+

+vn(—C sin 6 +D cos 6) = E (26.11)

Aan weerszijden van K is (26.11) geldig met resp. (us, Vo u;, v;) en

(us, L u;, v;). Aftrekken van de overeenkomstige'vergelijkingen‘geeft:
+ - . + -y . —
(un-un)(-a sin 6 +b cos 6)+(vn-vn)(-c sin 6 +d cos 8) = 0

(uf-u")(-A sing +B cos 8)+(v =v")(=C sin 8 +D cos 8) =0
n n n n

(26.12)

Dit zijn twee homogene lineaire vergelijkingen met twee onbekenden
(u;-u;), (v;-v;) met een oplossing # (0,0). Dus de determinant moet

nul zijn.
-a sin 6 + b cos @ ~-¢c sin 6 + d cos 8
-A sin 6 + B cos 8 -C sin 8 + D cos © =0
(26.13)
Uitgewerkt

(aC~Ac)sin’ 8+(Ad-aD+Be-bC)sin 6 cos 8+(bD-Bd)cos?8 = O

hetgeen precies overeenkomt met (26.,10) omdat y' = tan 6.

Opmerking 1
Uit (26.12) blijkt, dat de sprongen van u en v aan K niet onafhan-
kelijk van elkaar gekozen kunnen worden. n

Opmerking 2
Anderzijds moeten u, en v aan weerszijden van K nog in overeenstemming

met (26.11) kunnen worden gekozen. Brengen we de termen met u_ en v_

uit (26.11) naar het rechterlid, dan ontstaan twee niet-homogene
lineaire vergelijkingen in u, en vn, waarvan de coefficiéntendeterminant

links volgens (26.13) nul is. De vergelijkingen z2ijn dan en alleen dan
oplosbaar als ze afhankelijk zijn. Nodig en voldoende voor oplosbaar-
heid van u , v, uit (26.11) is dus (ga dit na)

~-a sin O + b cos O _ ¢ sin O + d cos 6
~A sin & + B cos @ - «C sin 6 + D cos 6
(26.13) extra voorwaarde
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e - us(a cos 8 + b sin 8) =~ vs(c cos 8 + d gin 6)

% - us(A cos 9 + B sin ) - vé(C cos O + D sing) °
Hieruit blijkt, dat we u, en v_ evenmin onafhankelijk van elkaar
kunnen kiezen, Dit is trouwens onmiddellijk duidelijk uit de gegeven

meetkundige interpretatie.

Derde afleiding van (26.10)

Uitgangspunt. De richtingsafgeleide van een funktie u(x,y) in de
richting van de eenheidsvector s = (cos 6, sin 8) is volgens (3.3)

%E =grad u . 8 =u_cos B + u_ sin 6.
s - X y

Omgekeerd is u a + uy b = Va? +b? (ux cos ¢ + uy sin @) als

a .
cos ¢ = —— , sin ¢ .= L
Va2 +p2 Va2 +b?

au + b u_ is dus op een factor na de richtingsafgeleide van u
in de richting (a,b),. die een hoek ¢ met de x-as maakt waarbij

tan ¢ = g.

Onze uitgangsvergelijkingen (26.6) zijn dus vergelijkingen voor de
richtingsafgeleiden van u en v in vier i.h.a. verschillende richtingen.
Het zou plezierig zijn, als we voor u en v afgeleiden kregen in de
zelfde richting. Dit proberen we te bereiken door lineaire combinatie
van de twee vergelijkingen (26.6). ‘

AMau_ + bu + cv +dv.) + Au_ + Bu + Cv._+ Dv. = Ae + E
X X y J

y x y x

(Aa+A)ux + (Xb+B)uy + (A.c+C)vx + (kd+D)vy =’Xe + B.

Differentiatierichting voor u: tan ¢ = %g—f—%.
Differentiatierichting voor v: tan ¢ = %%—E—g.
Dus moet L2+ B A + D (26.14)

Aa + 4 p = Ac + C

hetgeen een vierkantsvergelijking voor A oplevert. Interessanter is
de vierkantsvergelijking voor p die hieruit ontstaat (p is de tangens
(richtingscoefficient) van de bewuste richting)

_Ab + B _ _pA ~B
_Ka+A—>>‘_—pa+b

Ad +D_,, _ pC-D
P=Fc+c - e+ ad

combineren

L3
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(pA=-B)(~pc+d) - (pC-D)(-pa+b) = O.

Uitwerking hiervan geeft precies de vierkantsvergelijking (26.10)
voor p.

Meetkundige beschouwing van de hyperbolische vergelijking
Laat u(x,y), v(x,y) oplossing zijn van (26.6). In elk punt P van het
xy-vlak zijn volgens (26.10) twee richtingen karakteristiek. Deze
richtingen veranderen continu in P.

i

L.
L4

II

——> X —_—> X

We rijen deze richtingen nu aaneen tot twee stelsels krommen.

De krommen van stelsel I hebben in elk punt de ene karakteristieke
richting, die van stelsel II de andere (Existentiestelling, waarop we
niet nader ingaan).

Het blijkt nu nuttig nieuwe codrdinaten (a,B) in te voeren gebaseerd
op deze stelsels krommen: o nemen we constant langs elke kromme van
stelsel II, B langs elke kromme van stelsel I. Populair gezegd: a
"nummert" de exemplaren van II, B die van I. Elk punt P krijgt als
coordinaten de a en B van de bijbehorende krommen toegewezen. Hierdoor
ontstaat het verband x = x(a,B) y = y(a,P). a is parameter langs elk
exemplaar van I, B langs elke kromme van II. Dus de raaklijnvector aan

een kromme van I wordt (gé, gg). Omdat dit een karakteristieke vector

is geldt
) dx
'5% = Py (u,v,x,y) E
3 (26.15)
analoog %% = p, (u,v,x,y) 3%

waarbij p; en p, de wortels van (26.10) zijn.

Nu moeten we (26.6) nog transformeren op de nieuwe coordinaten o en B.
Gezien de derde afleiding van (26.10) kunnen we Ay en A, invoeren
volgens (26.14), zo dat

Mb +B= p (Aa + 4)
Md+ D= p (e + C)
Ayb +B = p,(Aa + 4)

A,d+ D P, (A,ec + C).



PD-263

Vermenigvuldigen we de ébrste vergelijking van (26.6) met A, en tellen
we de uitkomst bij de tweede op, dan ontstaat

(h1a+A)(uX+p1uy) + (k1c+C)(vx+p1vy) =N e+ E

en na vermenigvuldiging met %ﬁ, omdat volgens (26.15)

o x o=y
Ux Ba * P Yy 3a T Y% et Yy

komt er
(l1a+A)ua + (X1c+C)va = (h1e+E)xa
en (X2a+A)uB +_()\zc+C)vB = ()\,e«l—E)xﬁ

Ons gehele probleem komt daardoor neer

= u

a

(26.16)

op het oplossen van (26.15) en

(26.16). Een oplossing hiervan zal x, y, u en v geven als funkties van

a en B. Eliminatie van a en B levert u

Numerieke oplossingsmethode van (26.6)

en v als funkties van x en y.

geeft door

elk punt P

X

een(lineair benaderd) lijntje van I

Laat gegeven zijn een kromme K,

en daarop de waarde van u en v.

Op K kiezen we een regelmatig ver-
deeld aantal punten P1,.;.,Pn

de beide
P+ en P,

In ieder punt berekenen we
karakteristieke richtingen
volgens (26.10).

Iinearisatie van (26.15):

Ax Ax
%-p1m=o,%%-pzz—=o

W

en een lijntje

van II. De snijpunten van de ongelijksoortige lijntjes uit naburige

punten van k leveren n-1 nieuwe punten
van (26.16) door

(Mars) B+ (OqeeC) £Z = (MesE)
(A a+4) %% + (X c+C) %% = (A e+E)

de waarden van u en v worden berekend.
hetzelfde procédé nog eens uit enz.

(x,y), waarin volgens linearisatie

Ox
Ao

L
AP

Met deze n~1 punten voeren we
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Belangrijk IT Dit proces loopt na n stappen af.

- I Principieel kunnen we met de op K
gegeven funktiewaarden geen uitspraak
doen over de funktiewaarden in punten
gelegen buiten het door de rand-
karakteristieken van K begrensde
gebied.

Dit is een fundamentele eigenschap
1 . van de hyperbolische vergelijking.

R P

A —_— X
Toepassing
De quasilinenire tweede orde vergelijking

Po. +2Q Yy * R Oy = T (26.17)

waarbij P, Q, R en T funkties zijn van x, y, ¢, en @y, laat zich

herleiden tot een stelsel quasilineaire eerste orde vergelijkingen
(26.6). :
Noem namelijk ¢, = U, ¢y = V. Dan gaat (26.17) over ‘in
P u + Qu_ + 9 vx + Rv =1T
J y (26.18)

met u_ - v =0
hg X
De coefficiénten hangen af van x, y, u en v.

Probleem van Cauchy

Gevraagd: de oplossing ¢{x,y) van (26.17), welke op de gegeven kromme
K: x(s), y(s) (s = booglengte) de gegeven waarde ¢(s) aanneemt en

een gegeven afgeleide é%ks) heeft in de richting van de normaal.

Oplossing
K Omdat s booglengte is geldt volgens

(3.3)

e rad = X v

dg . .
5—%=grad%y_—-¢y+wx

_"_9'}{'
- De linkerleden zijn op K gegeven (want %% = ﬂﬂégl), alsmede i = %%’

¥y = %%, dus kunnen we ¢, €n wy in de punten van K berekenen, Hiermee
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is dit probleem herleid tot het Cauchyprobleem op PD-257. De vergelij=-
king voor de karakteristieke richtingen (26.10) wordt voor (26.17)

P(dy)® -~ 2 @ dy.dx + R(dx)? = 0 (26.19)

Hier onderscheiden we dus:

Q! - PR >0 hyperbolische vergelijking

@ -~ PR<O elliptische vergelijking

Q2 - PR =0 parabolische vergelijking
I1lustratie
a) de potentiaalvergelijking: Pt myy = 0 is elliptisch

(P=R=1, Q=T =0).
e 1 . .

b) de snaarvergelijking: u - 2 Upy = 0 idis hyperbolisch

(P:’l’R:--——,Q:T:O),

c) de warmtegeleidingsvergelijking: u = % u, is parabolisch
1 \
(P=1,Q=R=0,T = 3 Uyl
Voorbeeld 1
Een halfoneindige snaar in rust wordt op t = O aan het uiteinde x = O
aan het trillen gebracht:
1

xx'czUtt“O (x >0, = » <t <),

Bijvoorwaarden:
0 (t < 0) voor alle x
U(x,t) =

£(t) t >0, x = O.
Gevraagd: de uitwijking U(x,t) (zie PD-245).

Oplossing: de karakteristieke richtingen worden volgens (26.19)
gevonden door

a(t = %) . d(t + %) = 0. Karakteristieken zijn dus t - % = a

t + % = B, rechte lijnen in het xt-vlak, die een hoek ¥ Y met de x-as

maken, tan y = %.

&
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= a
We transformeren nu de
snaarvergelijking op
de coordinaten a en P
(zie PD-235, 236).
.__>x
X
t + s = B
da 8g__1 1
Ux UQE+UBaX_~CUa+CUB
1
Uxx =2 (Uaa - EUQB + UBﬁ)
1 .
c_zUtt _cz.(Uaa+2UaB+UBB)
\ aftrekken
1 4 °U
Uxx';z—Utt"czUaﬁ“o o 3qap - O

met algemene oplossing: U = ¢(a) + ¢(p)

U:(p(t-)c—{)+¢(t+)c£).

We construeren nu de oplossing aan de hand van de grafiek.

t Voor een punt P in het vierde

T U = £(t) kwadrant (t < 0, x > 0) is

= blijkbaar (teken de karaktenstle-
kar. ken)

- o(ay) + ¢(BP) =

BP §\ s o
, ~ j e Y Varieren we P binnen het vierde
s kwadrant dan bestrijken an en

Pp seheel onafhankelijk van

N elkaar resp. alle negatieve en
L alle reele getallen, m.a.w,
\\\kar.
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de eenvoudigste oplossing is:

0 voor alle a < 0O
0 voor alle B.

o(a)
¢(B)

mon

De oplossing wordt dus U = ¢(a). Voor positieve @ snijdt de karakteristiek

t - % = a de t-as in a, dus moet ¢(a) = U(O,a) = £ (a) voor a ;}O.

Resultaat:
0 (t-% < 0)
U(X,_t) =
. x X
£(t-) (t-% > 0)

We behandelen vervolgens enige voorbeelden van de enkele quasilineaire
eerste orde vergelijking en de daarmee samenhangende Cauchyproblemen.

Algemene vorm: (zie (26.1))

a(x,y,z)zx + b(x,y,z)zy = ¢c(x,y,2).

Karakteristiekenvergelijking: (zie (26.4))

dx _dy _dz = pds) = dA
a b c
def

p is een evenredigheidsfactor. pds noemen we dA.

Voorbeeld 2a

Gegeven: de d.v. azx + bz =¢ a, b, ¢ constant.

o

Gevraagd: de algemene oplossing. . .
Oplossing: Uit de karakteristiekenvergelijking volgt

dx = a dA xo a
dy = b dA F=>x = Y + A b .
dz = ¢ dA z c

o

De karakteristieken zijn dus rechte lijnen met vaste richting (a,b,c).
De integraaloppervlakken zijn cylinders met (a,b,c) als richting van
de beschrijvenden. Cauchyprobleem: het integraaloppervlak door een
gegeven kromme K is de cylinder met K als richtkromme, en richting
(a,b,c).

Voorbeeld 2b

Gegeven: de d.v. (Ty-Bz)zx + (az-Yx)zy = Bx - ay

(@, B, Y zijn constant)
Gevraagtl: de algemene oplossing.
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Oplossing: volgens de karakteristiekenvergelijking is

dx = (yy-Bz) da

dx + Bdy + ydz = 0
dy = (az~yx) dA} = {“ = )
dz = (Bx-ay) dA xdx + ydy + zdz = O

Na integratie volgt hieruit {ax + By + y2z = C

x2 +y2 + 22 =¢C

Een karakteristiek ontstaat dus bij doorsnijding van een vlak met
normaalvector (a,B,yY) en een bol met middelpunt in de oorsprong. De
integraaloppervlakken zijn dus omwentelingsoppervlakken met (ayB,y)
als asvector. ‘

Opmerking: ga na, dat een dergelijk integraaloppervlak kan worden
geschreven in de vorm

Flax + By + vz, x2 + y2 4+ 22) = O.

Voorbeeld 2¢

z z
Gegeven: de differentiaalvergelijking :? - 3? = 1,

Gevraagd: de oplossing, welke de kromme K: (x = 5, Yy =8, z = 0)
bevat.
Oplossing: de karakteristiekenvergelijking: xdx = - ydy = dz heeft

als oplossing‘{z = 3x2 + C,,

2 =-iy2 + Czn
Doorsnijding van deze beide oppervlakken levert de karakteristieken.

C, en C, moeten zo worden gekozen, dat de bijbehorende karakteristiek
X snijdt

C, =z =3x? = 0 - }s2
C, = z.+ 3y2 =0 + {s?.
Dus 2 ~ f( x* - Sz)} eeft de larakteristieken die K sniiden |
z = 4(~y2 + s2)J & . J )
Door eliminatie van s ontstaat: 2z = }(x?-y?).
Opgaven

1) Bepaal de algemene oplossing van de d.v.

(x-a)zx + (y-B)zy = z-Yy (a,B,Y constant)

Antwoord: een kegel met top (a,B,y).

2) Bepaal de oplossing van de d.v.

eyz + Z = 2
x N

welke de kromme K: (x = s, y = 0, z = 82 ) bevat.
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Antwoord: z = e’ (1 + x - ed)?,
3) Bepaal de oplossing van de d.v.
Z_COS z = z_ sin z = 1
X J

welke de z-as bevat.

Antwoord: (x-sin z)’ + (y-cos z)’ = 1.

L) Bepaal de oplossing van de d.v.

Z_+ X z_ =3z
y 2z, y

die de kromme K: (£ +y¥ =1, 2z = 1) bevat.

Antwoord: [Eii + (x-y)z]2 + [Eﬁl - (x-y)z]2 1.

Voorbeeld 3

Stelsels quasilineaire differentiaalvergelijkingen van de vorm (26.6)

spelen in de fysica een zeer belangrijke rol. Als toepassingsgebieden

noemen we de gasdynamica, de plasticiteitstheorie en de theorie van de
golfverschijnselen in ondiep water (kanalen, Noordzeeprobleem).,

We behandelen hier een probleem uit de gasdynamica en gaan daartoe uit
van de niet gelineariseerde vergelijkingen (24.5) en de Poissonformule
op PD-234 voor een luchtkolom. :

S X

Betekenis der symbolen: u(x,t): snelheid der gasdeeltjes ter plaatse x
op tijdstip t. p(x,t): lokale dichtheid. p(x,t): lokale druk.
Hiervoor geldt (zie PD-233, 234)

Pt + pux + u px i g } (24.5)
Py * PUg + puny = (26.20)
p = CpY (Poisson)
Uit p = Cp' volgt %% =Cy pY~1 = ¢?, Deze definitie van ¢? impliceert

def
dat ¢ een funktie is van p en daardoor van-x en t. Gevolg

2 log ¢ = (y=1) log p+ D (26.21)

D = log vyC is een constante. Met behulp van (26.21) transformeren we
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3 .
A. Py *+ PU, + up = O=§5;-(1og p) + u, +u é% (log p) = O.

Omdat log p hier alleen gedifferentieerd in voorkomt valt D bij
de omwerking geheel weg en komt er

2 32 2u 9 _
ST 3% (log ¢) + u_ + 71 % (log ¢) = 0. (26.22)
- dp _
B. p, + put + pu u, C):>dp . px + put + pu u, = 0 =
2 1 - 2 9 -
=c?. o Py * Uy tuu = 0=pc® — (log p) + u, +uu =0,

Ook hier wvalt D bij differentiatie geheel weg, dus

a
< o2 2 = 0. .
=7 ¢ % (log c) + up +uu =0 (26.23)
Aangezien 2 (log ¢) = 1 e, = (log ¢) = 1 wordt het fesﬁltaat
0x c x’ at c 't

uit (26.22) en (26.23)

2u 2 . _
-1 % * 327 ¢ teuy =0

26 (26.24)
;:T cx + 1u ux + ut =0

Dit is een quasilineair stelsel van de vorm (26.6). De karakterise
tieke richtingen vinden we door lineaire combinatie van de verge-
lijkingen (26.4) (zie PD-261)

=2 {(Au+c) c, + Xct} + {(Ac+u) u, +u

7.1 = 0O,

L)

Hierin geldt voor de differentiatierichting van ¢ de vergelijking

A ) . : -
tan ¢ = Tare! analoog voor die van u de relat{f tan t vy

Beide richtingen moeten overeenstemmen, dus oru = s MeA,W,

M+c
A = *1. De karakteristieke vereenvoudiging van (26.24) wordt dus
verkregen door simpel optellen resp, aftrekken. Resultaat

A= 1: ;%T {(u+c)ck + ct} + {(u+c)ux + ut} =0 :
2 (26.25)
A ==1: = {(u-c)cx + ct} - {(u-c)ux - ut} =0

We verkrijgen zodoende het volgende overzicht van de stelsels
karakteristieken

&
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Stelsel I (A=1) Stelsel II (A=-1)
langs a variabel langs a vast
karakteristiek ] g vast karakteristiek | B variabel

at _ 1 at _ 1

dx = u+c dx  u=-c

1 1
ta = a+c Fa tB T u=c XB
2 - 2 -
v_— c, tu, = 0 v cB uB =0

De onderste regel wordt afgeleid door vermenigvuldiging van (26.25) met
t_ resp. tﬁ(zie PD-263).

We zien hieruit dat bij gebruik van a en P als onafhankelijke variabelen

é% (u + ;%T c) = 0, é% (u - ;%T ¢c) = 0, m.a.w.
u - ;%T c = ¢(a)
> (26.26)
u+'Y-:1-°=¢(B)

Deze betrekkingen laten zich toepassen op het volgende Cauchyprobleem:
In de halfoneindige buis (x > 0) stellen we

Gegeven: voor t L O0: p = Poy P = Pyr € = co, u = 0 voor alle x.
Por Po
voor t > 0: wu(o,t) = f(t).
nysische betekenis: bij het uiteinde van de zich in station-
naire toestand bevindende luchtkolom wordt vanaf het tijdstip
t = O lucht ingeblazen of weggepompt)

Gevraagd: u(x,t) en c(x,t).

Oplossing. We gaan weer tewerk volgens de

grafiek.

a) In het vierde kwadrant, inclusief
de randen is u = 0, ¢ = ¢_. Op
grond van (26.26) moet vodr alle

v = £(t) (o, B) waarvan het overeenkomstige
punt (x,t) in het vierde kwadrant
ligt, gelden. .
¢(a) = constant, ¢(B) = constant.

en c, zijn positieve constanten.

b) De karakteristieken van II
hebben in het vierde kwadrant,
inclusief de randen, als lokale

richtingscoefficient

- X
. -0 (%%) = E%Z = - éL = constant.
Z _ c II o
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Het zijn dus voor zover ze in het vierde kwadrant verlopen, rechte,

onderling evenwijdige lijnen, van links boven naar rechts onder.

Op grond hiervan is het duidelijk, dat alle karakteristieken van II

het vierde kwadrant treffen (bij alle a bestaat een B zo dat het met
(a,B) corresponderende punt (x4t) in het vierde kwadrant ligt), dus

@(a) hangt niet van a af. Volgens (26.26) derhalve

2 - I
u - v ¢ = constant = - ¥-1 Cyo

of, voor alle punten

2
u = o (¢ - co). (26.27)

N.B. Door deze enkele overweging is het verband tussen u en ¢ vol~
komen vastgelegd!!

c)
Beschouwen we nu het verloop langs een karakteristiek van I (B vast,

a varieert). u + ;%T c = ¢(B)=$>;%T (2¢ - co) = ¢(B) = constant
omdat B constant wordt gehouden. Kortom: P constant =3>c¢ constant =>
u constant (door (26.27)) en dus is ook u+c constant langs een karak-
teristiek van I. Anderzijds is de lokale richtingscoefficient van zo'n

karakteristiek (3% T —= - conmstant. Het stelsel I bestaat dus uit
louter rechte lijnen (met mogelijk onderling veggchillende richtingen),
Op grond van (56.26) en het feit, dat ¢(a) = - ;:% mogen we schrijven
u = % $(B) =~ ;:%. De wazrde van u in een willekeurig punt P wordt dus

uitsluitend “epaald door de karakteristiek van stelsel I door het punt P.

t Slechts die karakteristieken van I
T ‘ u = u(4) zijn interessant, welke door punten
- A van de positieve t-as gaan,
//// Langs de overige karakteristieken
u=20 . . s
is namelijk u = O.
Aj

We geven verder een kwalitatieve beschrijving:

t is (er wordt gas weggepompt) stijgt
de richtingscoefficiént

1 2
utc — 2¢_+(y+1)u

/// Als u(o,t) een dalende funktie van

(zie (26.27)) van

de bijbehorende karakteristieken:
Een verdunningsgolf plant zich
continu voort in de buis.,

___$>x
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Als u(o,t) daarentegen een stijgende funktie van t is (gas inpompen)
t _ gaan de karakteristieken van I
T steeds vlakker lopen en elkaar
snijden! Mathematisch wijst dit op
een meerduidigheid van de funktie u:
u(P) = u(a), u(P) = u(B).

P Fysisch komt dit tot uiting in een
B¢ discontinue verandering van dichtheid,

druk en snelheid, de zgn.
verdichtingsstoot of schokgolf.
A. Op het mechanisme hiervan gaan we
niet in.

27. De golfvergelijking in drie dimensies

De in hoofdstuk 18 reeds afgeleide golfvergelijking (18.5) luidt in
drie dimensies voor de funktie u(x,y,z,t)
W +u_ +u =y =o. (27.1)

xx ¥y 2% c? tt

Speciaal geval

Voor een funktie u(r,t), welke alleen van r = Vx!+yz+z5en t afhangt,
gaat (27.1) over in (zie (7.10)) '

19 du 1 o'u
p?2 Or or c? at?
uitgewerkt
2 1 _
Upp *F U T T Wy T 0. (27.2)

De eerste orde term proberen we te verdrijven door te stellen
u(r,t) = R(r) v(r,t). Dan is u, =R'v +Rv ,u,  =R'+2R'V +Rv
Uy, = R Veg®

Resultaat na substitutie

rr?

2R 2R? R
] (=04 1 e - — - .
R Vot (2R + r)vr + (R" & = v = Vit 0
2R 1 .

2R' + = = O als we nemen R = e Tevens zien we dat dan

1" 2R! 2 2 . .
R + === = + S5 0, dus de oplossingen van (27.2) zijn te

r
A N ' - l . 1 1
schrijven in de vorm u = - v(r,t) waarbij = Vep - v Vip = O,
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v(r,t) voldoet aan de ééndimensionale golfvergelijking (24. 1), dus de
algemene oplossing van (27.2) wordt volgens (24.7)

u(r,t) = ; [elr=ct) + ¢(r+ect)]. (27.3)

De term % ¢(r-ct) stelt een divergerend (uitdijend) bolsymmetrisch

golfpatroon voor, terw131 = ¢(r+ct) analoOg een convergerend (inkrimpend)

golfpatroon is. De amplltude neemt af met — (vgl PD-179), en de golf-
voortplantingssnelheid bedraagt ¢ voor belde patronen.

Toepassing: een bolvormige stralingsbron (luldspreker), straal R, zendt

- golven uit. Aan het oppervlak van de bron bedraagt de golffunktie

u(R,t) = ol ot
stationnair is.
Oplossing: volgens de radieel symmetrische oplossing (27 3) is de

p(r~ct) + % ¢(r+ct) =% <F(t-—) + = ‘1’(t+—)

(harmonische trilling). Bereken u(r,t), als de situatie

Hi-=

algemene vorm u =

Invullen van r R levert
AR elmt =0(t - —) + W(t + —) Omdat de situatie stationnair wordt
verondersteld zullen Q(t - 5) en ¥(t + E) ook frequentle w moeten hebben,

10(t-2) 1o(ted)
dus@(t-§)=Be CLut + ) = e c.
. R . R
-l Lo
Resultaat AR = B e + C e , Waarin B en C nog bepaald moeten worden.
Daartoe is de essentiele fysische voorwaarde:

o 1=y

Stralingsconditie Het convergente golffront is nul.

. R
m.-
Dus C = 0 (er worden alleen golven uitgezonden), B = AR e ° m.a.w.
R r=R
R iw(t - <
u(r,t) = A ol .
Opmerking it
We kunnen de oplossing ook verkrijgen door te stellen u = e v(ir),

een stationnair radieel golfverschijnsel met frequentie w. Dit levert
2
voor v de vergelijking van Helmholtz: Av + ﬁ% v = 0 waarvan de oplossing
- c
(20.5) op PD-179, 180 gevonden is.
-kr

Hulpstelling: v = £ is oplossing van de d.v. Av = k?v, als

r = V(x=a)® +(y-g) +(z=y? . «, B, Y vast.

Bewijs: zelf nagaan.
Beginwaardeprobleem: (vgl. PD-235, geval A)

Gevraagd: de oplossing ¢ = ¢(x,y,z,t) van de pdv.

1
wxx+¢yy+wzz-;?(ptt“o’ t 20, s <x,¥,2 <=

met de beginvoorwaarden:
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“ o(x,y,240) = f(x,5,2), ‘Pt(x’Y1zso) = g(x,y,2).
Oplossing: Laplacetransformatie.

<0
Noem u(x,y,z,p) = f @ e"P¥ at. Dan is
o

-pt.. _
(Wxx + Oy wzz) e Tdt =u o+ U * W,

*® -pt _ =pt
Py © dt = e @

Oy Oy

(| * P e'ptwl + pzjmw e Plat
o o (o]

= - g(x,y,2) - p £(x,5,2) + p° ulx,y,z,p)
onder de gebruikelijke begrensdheidsvoorwaarden voor ¢, g en f.
De vergelijking voor u wordt zodoende

S <L I
u o+ uyy tu ) u o) g(x,y,2) o2 p f(x,y,2)

(27.4)

Kies nu een willekeurig punt P («,B,Y), daaromheen een grote bol B,
straal R, en een klein bolletje-
B,, straal 6. (Later R = =, % ¥ o)

Op het tussenliggende gebied G

passen we de tweede stelling van
Green toe (zie (11.4)) voor u en
de funktie v uit de hulpstelling.

{}”(wv - viw)dr = (g +fo><u 2 v Pyae. (27.5)
1 2 - -

Het linkerlid van (27.5) is op grond van (27.4) en de hulpstelling
gelijk aan

2 2 1
e -vBu- Lo 2o a-
B,
c

= é} {lj e;, (g(x,5y,2) + p £(x,y,2)) dr.

. De integrand blijft integreerbaar 1) als R -~ door de e-macht, en
2) als 6 40 (voer bolcvordinaten om P in).
Links is dus de limiet (R- «, § | 0) gelijk aan
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2

(g(x,y,2) + p fx,y,2)) dr. (27.6)

2

In het rechterlid wordt de integraal over B, beheerst door de negatieve
e-macht: limiet nul als R— «. Op B, is de normaal naar P toe gericht:

-£5
v _ _ @vy _e+pd Too _ 1, 4
Tl (Br)6 == e = a7t 0(6)' Het oppervlak van B, bedraagt
Lrs?, en de grootte orde van v du is 1 omdat Ju begrensd is.
on b dn
Derhalve 1lim \Y (u LA ——)do = lim (E§§2-+ O(%)) Las? = 4 nu(P).

6do

b.bo

Conclusie, als we cbmbineren met (27.5,6)

_ 1j}
byne? s

Dit schrijven we in bolcoordinaten om P:

pfldr. (27.7)

u(a,B,v,p)

Z

x-a = r cos O cos ¢
y=B =r cos 6 sin ¢ ydr =
z=y = r sin 8

4x,y,z)
r?2 cos 6 dr dp do

r
(a, B,y ;'\} - (vgl. PD=35)
A
S 0 r <o, 0gL¢ £ 2n,

<
n T
"2<% 83
y
p
. (2 S I -
ula 4B ,Y,p) = oot cos 6 de do e r(g(x,y,z)+pf(x,y,2)dr.
:-12t— @ =0 r=0

Om hiervan het Laplace-origineel w(a,B;Y,t) te bepalen, séhrijven we
(x,542) =P+ =P + % . ¢ (c stelt voor een vector ter lengte ¢
vanuit P in de richting van het integratiepunt (x,y,2z)) en berekenen
de r-integraal afzonderlijk, inclusief de factor :L (De Laplace-

variabele p komt alleen voor in de r-integraal.)

&
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Voor g wordt d%&

1 ~Pg
- J. e ¢ r glx,y,z) dr

€ r=o
®  pE
cr r by
= J‘ e S g(P + = c) d - =
T
-—=0
c

Noem de integratievariabele % =t

e Pt t g(B + te) dt.
t=o"

(]

Dit is per definitie de Laplacegetransformeerde (zie PD=129) van de
" funktie t g(P + tc). De g-term van ¢ (a,B,y,t) = ¢(P,t) wordt dus

5 2T
9, (P,t) = qiﬁ j j g(P + tc) cos 8 do de. (27.8)
, n
6:—5 =0
Opmerking
P + te doorloopt bij de integratie alle punten van een boloppervlak

B(P,ct) met straal ct om P, cos 6 dp d@ is een ruimtehoekelement dQ.
De totale ruimtehoek bedraagt 4mn, dus

9,(P,t) = t x gemiddelde van g(x,y,2) over B(P,ct).

Noteren we het gemiddelde (middelwaarde) van g(x,y,z) over het bol-
oppervlak om P, straal ct met het symbool MP ct[g], dan is dus
s

0, (P,t) = t Mo ctlel (27.9)

Nu de f-=tern

o r
-p=
L J\ e ° rop flx,y,z) dr =
o2
r=0 noem

QI+
4
(32

f e Pt t p £(p + te) at
t=0

(partiéel integreren)

il

1
Trc_ﬂg
(o]

t £(p + te) d(e™PY)

-t £(p + to) e Pt

©0
+ JP Pt é% {t £(P + te)}. -
(o] t=0

De eerste term is nul bij beide grenzen (e-macht voor e, t voor het
punt nul), en de tweede per definitie de Laplace~getransformeerde van
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é%{t f(P + tc)} (zie PD-129). Het van f afkomstige bestanddeel van

¢(P,t) bedraagt dus
n

1

¢, (Byt) = KE \f dt{t £f(P + tc))} cose de d0.(27.10)

B—-g p=0

Geheel analoog aan de behandeling van (27.8) kunnen we dit noteren
als
d

(Pz (E_,t) = d—t' {t

M, L1}, ' ' (27.11)

- De oplossing van het beginwaardeprobleem op PD-274, 275 ontstaat door
samenvoeging van (27.9, 11), dus

o(Byt) = t M, [g] + < (¢ Mp oy [£1) (27.12)

(Formule van Poisson)

Het is instructief om na te gaan, dat (27.12) aan de beginvoorwaarden
voldoet. Uitwerking levert namelijk

- d
e(P,t) =t MP’ct[g] + Mp’cth] +t o3 MP,ct[f]. (27.13)

Voor t = O is de eefste term nul, maar ook de derde omdat f fatsoenlijk
is, dwz. é% M[ f] begrensd blijft. De middelste term is het gemiddelde
van f over een boloppervlak, straal O om P, dus f(P).

Verder is bij differentiatie van (27.13) naar t

L o(R,t) (gl +

Mp o¢l81 *+ ¢ E? P,ct

4
+ 2 gp Mp offf1 + 8 E;éMp,ct (27.14)

Voor t = O verdwijnen de tweede en de vierde term van (27.14) omdat

f eng nette funkties zijn. De eerste term wordt precies g(P) Blijft
over de derde term?

Taat (£,m,n) een vector zijn, die het eenheidsboloppervlak S doorloopt
bij integratie en do het oppervlakte element op de eenheidsbol.

e o 1| "
dt MP,ct[f] dt[4 2t2 sff(a+°t£ B+ctm, y+ctn) c2t? dag}=

1
= I ‘f c {Efx£ + fym + fzn](a+ct£, B+ctm, y+ctn)} do.
- S
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De accolade is gelijk aan de afgeleide van f op het boloppervlak
B(P,ct) om P, straal ct in de richting van de normaal (£,m,n) (vgl.
(3.3)). Derhalve

4 af
at P ct[f] = ¢ MP,ctcag;'
Voor t &O gaat dit over in

¢ x het gemiddelde van alle richtingsafgeleiden in P

Omdat in elk paar diametraal tegengestelde richtingen in P de richtings-

afgeleiden tegengesteld zijn (formule Q— = —T——_) is dit gemiddelde
‘nul, Van (27.14) blijft dus voor t = O over

3t ?(E.t)) = g(B).
t=0

Opmerking naar aanleiding van de Poissonformule (27.12)
t
Nota bene:

het plaatje is (2+1) dimensionaal
getekend, maar (3+1) dimensionaal
gedacht!

a

//, ct

b 4

Alle gemiddelden, welke bijdragen tot ¢(P,t) worden genomen over de
beg1n51tuat1e op het bolo pgervlak met straal ¢t om P. Op het tijdstip
t is voor de waarde van ¢ in het punt P de beginsituatie binnen en
buiten dit boloppervlak irrelevant. Dit hangt samen met het beginsel
van Huygens en is specifiek voor de drie~dimensionale ruimte.
Vergelijk de opmerkingen onderaan PD- 236.

Het gemiddelde van een funktie ¢(x,y,z) (geen t!) over een bolopper-
vlak B om een vast punt P = (a,B,Yy), straal r, is een funktie van r.
In formule: M [w] = funktie van r.

Bewering: Agp = O =¢-MP’r[w] = constant = ¢(P).

Bewijs. neem eenheidsboloppervlak S, eenheidsintegratievector (ﬁ,ﬁ,n).
Dan is

Ew] = ——Lﬁf ¢la+rl, B+rm, y+rn) do
é% MP,r[w] = i%\éf {[wxﬂ + pgm + @zn](a+r£,a+rm,y+rn)} do
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[ 82 e -

bmx® zie (11.1)

2~££f Ay dt = 0 volgens gegeven
G

N

Lny

dus oL@l = constant; r = 0 levert precies ¢(P).

Deze stelllng is ook reeds op PD-61 bewezen.

Gevolgen

1) Als Ap = O in een gebled dan liggen de extremen van ¢ op de rand.

2) De vergelijking Ap = O in een gebled, waarbij ¢ op de rand wordt
voorgeschreven, heeft niet meer dan één oplossing (eenduidigheid
van Dirichlet-probleem).

Ga dit zelf na, of kijk op PD-62.

Afleiding van de Poissonformule (27.12) met behulp van middelwaarde~
vorming.

Recapitulatie van ons beginwaardeprobleem (PD-274)

Gezocht: e(x,¥,2z,t) - o < X,¥,2 < o, t >0
1
zo dat Ay = o Pt
alsmede o(x,¥,2,0) = £f(x,y,2), ¢t(x,y7290) = g(x,y,2).

Oplossing. Zij ¢(x,y,2,t) oplossing van ons probleem. Bij vaste P(a,psY)

is M, r[w] = M(r,t) = funktie van r en t. Volgen we de redenering
! def
op PD-279 opnieuw, dan is in ons nieuwe geval

waarbij wordt geintegreerd over een bol G om P, straal r.
Volgens gegeven wordt dit

ar = p? jﬂ-{ Ppy AT

Omdat het integratiegebied niet van t afhangt, mogen we de dubbele
differentiatie naar t voor de integraal schrijven

;M _
i e at'fﬂ“’ o

+ p cos O cos E
+ p cos O sin E
+p

]

In bolcoordinaten:
sin O

N <
(L 1]
- W R
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T

P\

' . s pT + T
r? M__1_ 2 dp J f o(x,5,2) p2cos 6dE de.
O=-4m E=0

p=o0

Differentiatie naar r (r staat.rechts alleen in de bovengrens van de,
eerste integraal)

LY | .
PP (r ar) " et { A E¢(x,y,z)(p=r) r* cos 6 df de}

r? cos 64F 46 is oppefvlakte element op een bol met straal r, dus

D o2 My 1 8,
3 (T 3n) = io? 302 bnr MP, Lol

3 (.2 M, _ 1 a’M
ar (r ar) T e? ag? (27.15)

De algemene oplossing hiervan bepaalden we op PD=273, 274,

M(r,t) =2 (F(8) + G(n)) (2716
27.1

met £ = r-ct, n = r+et

Aan de hand van de beginvoorwaarden moeten we nu de funkties F en G
nog bepalen

r M(r,t) = F(g) + G(y). (27.17)

1) Nemen we eerst r = O, t variabel:
0 = F(-ct) + G(ct).

N.B. Deze en volgende betrekkingen gelden identiek in de genoemde
variabele argumenten. Dus F(Z) = - G(~Z), en daarmee ontstaat

{rM&J)EMﬂ-G@O

met § = r-ct, n = r+ct

(27.18)

2) We differentieren (27.18) naar r
M+ r—aH=-'G'('q) %2_ G'('E) a‘g_;;l

or
na uitwerking wordt dit

M+ %i-‘- = G1(n) + G'(-E). (27.19)

&
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3) Nu differentieren we (27.18) naar t

oM _ _n R a(-2)
r 3= =6 Gr(-2) =55
waaruit we concluderen

L %M =Gt (n) - G'(-F). (27.20)
Samenvoeging van (27.19, 20) geeft
aM M _

r .
M+r—+ o7 52 G'(q). -(;7.21)

" Stellen we vervolgens in (27.19) r = 0, t variabel
M(o,t) =2 G'(ct). (27.22)

Tenslotte nemen we in (27.21) t = O, r variabel

M(r,0) + r %%(r,o) + % %%(r,o) =2 G (r). (27.23)

Alle formules zijn identiek in de variabele argumenten.
Combinatie wvan (27.22, 23) levert daarom

M(o,t) = M(ct,0) + ct EF(Ct'°) + t EE(Ct’O)‘ (27.24)

Dit is de Poissonformule: Links staat voor een willekeurig tijdstip

t het gemiddelde van ¢ op een boloppervlak, straal O, om P, dus
p(P,t). Rechts worden alle gemiddelden beschouwd ten tijde nul over
een bol met straal ct om P. Nader uitgewerkt volgens de definitie van
M(r,t) op PD-280:

- M(et,o0) = M, ct[w(x,y,z,o)] =M [f]

Pyet
aM L8 _ af
ct (ct o) = ct o {Mp,ct[w(x,y,z,o)]} = ct cttan]
tﬂ(ct 0) = t = (M .[elx,y,2z,0)1} = tM_ ,Cel.
at CYr at Y'p,ct RAKS P,ct

Opmerking. Het verdient aanbeveling de betekenis van alle formules
op de voorgaande bladzijden minutieus na te gaan. Er liggen vele
voetangels en klemmen: wat betreft de laatste twee formules:

Als M = M(r,t), dan wil (a b) zeggen: Differentieer M naar de

eerste variabele (r), en vul daarna (a,b) in. Analoog at(a b).
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28. Het probleem van Dirichlet in twee dimensies

J Gegeven: in het platte vlak een
T S gebied G met randkromme S,
Op S is een funktie f gedefinieerd.

Gevraagd: een funktie o¢(x,y), die
- voldoet aan

Ap = Py + Wyy =0 In G, zo dat

¢ = fop S. (28.1)

—>X

Opmerking. De eenduidigheid van de oplossing zagen we reeds eerder
(PD-70). We geven nog een ander bewijs.

Eenduidigheidsbewiis

Stel ¢, en ¢ voldoen beide aan (28.1)
o¢, = 0 in G, ¢, = f op S].__?{A(Lp“-(pz) =0 in G

A = 0 in G = - .
cpz in G, (p2 fops ?, (p2 O op S

1}

Noem ® -9 =¢. Pas (12.5) toe op het vectorveld v = ¢ grad ¢.
: o 2 2 '
Dus div v = ¢x + ¢y + ¢(¢xx + ¢yy). Volgens (12.5)

y

_”(¢’+ ¢ 2+ 9a¢) dx dy = J«pi‘-"- ds
X y an
G S =
wordt %?er
2 2 -
o (¢x + ¢y) dxdy = 0
vanzelfsprekend : = ¢x = ¢y = 0 =} constant
¢; + ¢; >0 dus ¢ = O op S en op G.

De Dirichlet-integraal I[¢] = ‘f(¢; + w;) dxdy heeft een fysische
G

betekenis.

Toelichting. Als ¢ een snelheidspotentiaalveld is van een incom-
pressibele vloeistof met dichtheid 1, dan is ILe¢]l een maat voor de
door G omsloten (kinetische) emergie.

Uiteraard is voor alle ¢ de uwitdrukking I[¢] 3 O.
Het zou dus interessant kunnen zijn, als we een funktie ¢ hadden
met ¢ = f op S, en I[¢] minimaal.

Stelling Als ¢ = f op S en voor elke funktie X met X = f op S
. geldt I[X] > I[e].
Dan voldoet ¢ aan de vergelijking aA¢ = O in G.

Bewijs. Noem X = ¢ + €¢, ¢ = O op S.
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Ifp+ep] = Ife] + Zejga(wxwx + quy) dxdy + €2 I[¢].

Dit kan alleen voor elke X (dus elke € en elke ¢) groter zijn dan
Ife], wanneer voor elke ¢ (¢ = O op S) geldt '

I(q,¢) d:f JGJ ((px<px + (pyq)y) dxdy = O.

"

I(e,¢) \ff grad ¢ . grad ¢ dxdy =
G

zie (12.15)

Jq)%ﬂ ds - Jif pAp dxdy = - iJ. ¢Ap dxdy = O.
s 2 ¢

Zou nu Ap in een punt Q€ G een positieve waarde p hebben, dan is
Ap > 4p in een klein cirkeltje om Q heen (continuiteit va Ap).
Kies ¢ nu positief in,nul buiten dit cirkeltje. Daarmee payp > O,
G

tegenspraak. Analoog als Ag ergens negatief is. Dus Ap = © in G. q.e.d.

Het Dirichletprobleem heeft dus die funktie als oplossing,
welke de Dirichlet-integraal minimaliseert.

Historische opmerking: védr de onderzoekingen van Hadamard was men
gelukkig met deze uitspraak. Hadamard evenwel construeerde een funktie
¢, welke het Dirichletprobleem oplost, maar waarvoor Ife] divergeert
(Ife] = o).

Op grond van (13.6) is Re(z2™) = r" cos nd, alsmede Im(z") ="rn sin nb
oplossing van de Laplace-vergelijking A¢ = O (r en 8 poolcoordinaten).
Als nu

1 = .
f(e) = §a°+§E:(ancos no+ bn81n no)

Fourierontwikkeling is, dan voldoet

///;//’—— r - 1
\\\\\\\‘— 9 1 een funktie met uniform convergente

(-]
1 n n _.
o(r,0) = 5a, + 51 (an r” cos nf + b r sin ne) (28.2)

in het gebied G binnen de eenheidscirkel S eveneens aan de Laplace~
vergelijking, en neemt op S precies de waarde f aan. We berekenen de
Pirichlet-integraal van ¢ over G.

Ife]l = J]~(p; + ¢2) axdy =.fj‘|grad ¢l? dxdy =
G N G .
. zie (12.17)
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1 2n 1
= j (cp +;—2-&pe)rdrde.

o0

¢ =» (n a, r®7 cos n6 + n b r® 71 sin ne)
1
€O
Y (-n a, 1 gin n6 + n b %7 cos no).
1

. Uitwerking van 9: + (% Qe)z en integratie over 6(zie PD-104) levert

o0 1 ’
Iflel == E (a; + b;) n? .2 J\ 22T g
n="1 o
= 2 2
Ifel = = §~1 n (an + bn). ‘(28.3)
Voorbeeld van Hadamard (zie Historische opmerking PD-285).
ad
1
Kies ¢(r,8) = E Chn r™* cos m!8 waarbij cy ~-%;. De reeks convergeert
m=1 m

ultstekend op eenheidscirkel met rand, en voldoet aan de Laplace-
vergelijking binnen de eenheidscirkel. Evenwel is de Dirichlet- ~integraal

(28.3)
Ife] = = E m! c’ ~x -

m=1 m“

Opmerking. De randfunktie ¢(1,8) = £(0) =§ c, ¢0s m!® ‘"krinkelt™"

door de frequenties m! zo sterk met een relatief zo grote amplitude
c. .,;%, dat daardoor de Dirichlet-integraal niet kan convergeren.
Op een kleinere cirkel (0 L r < 1-6, 0 £ 8 £ 2n) convergeert I(yp) wél!

Existentiestelling. Gegeven: gebied G, rand §, f op S.

Bewering
Als er bestaat op G+S een funktie F, zo dat

a) I[F] = é” (F2 + F;) dxdy < e,

b) F = f op 8.
Dan bestaat er een ¢, ¢ = 0 op S, zo dat I[F+¢]
minimaal ,en F+¢ is oplossing van het Dirichletprobleem.

Op het bewijs van deze stelling gaan we niet gedetailleerd in.
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Analogon bij de numerieke approximatie: het relaxatieproces.

Gegeven op de randpunten (zwart) van
een roosterpuntenverzameling een funktie

- f o
Gevraagd op alle punten (wit en zwart)
n —s S

een funktie ¢ te construeren zo, dat

¢ = f op de zwarte punten, en () =
n,n

L1

1
L (¢n+1,m * ®n-i,m * Pnomer F wn,m~1
analogon van de Laplacevergelijking, zie PD-62).

) op de witte punten (differentie~

Oplossing. We beginnen met een willekeurige funktie F op alle punten.
Analogon van F; + E; in het witte punt (m,n) wordt:

(symmetrisch opstellen)

-af]

1 PRy PRy
2 [(Fm+ n o) +(Fh- n o) +(Fm n+ =1

9

. 2
1, 1, =) +(F

waarbij a = F .
m,n

Deze uitdrukking gaan we punt voor punt minimaliseren, door Fm n=®
9
te wijzigen. Differentiatie naar a levert voor de minimumwaarde precies
Fm+1,n + Fﬁ-1,n + Fm,n+1 + Fm,n-1]' Door deze wijziging daalt
de integraal (som) van F; + F; over het gebied (witte punten) eveneens.

=1
G‘L‘_[

Herhaalde toepassing levert approximatie van de gevraagde oplossing.

Keren we terug tot de minimalisatie van I in het continue geval.

Uitgangspunt:

a) Willekeurige gegeven funktie F op
G+, F = f op S, I[F] < e,

b) Een aantal gegeven, onderling
onafhankelijke funkties @ ree0s®s

nul op S.
Opdracht: minimaliseer @(11,...,Xn) = I[F+A1¢1+...+kn¢nj door

geschikte keuze van X1,...,Xn.

Uitwerking: schrijven we j]k¢ b+ @ ¢ ) dxdy = I(e¢,¢), dus
———=IEang xx  y'y

G def
I(@,9) = I[9l, dan gaat & over in

n n n
¢ =I[Fl +23 A I(F, @) + > %xk}‘z I(0) @ ,).
k=1 k=1 =

Ga dit na.
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Dit is een kwadratische vorm in k,,...,kn, in overzichtelijker notatie”
samengevat als L

n n n
=4+ 2 % : AN+ > %;:_Akz A Mg (28.4)
= k=1 £=1

waarin A = I[F], Ak = I(F,@k), Ak£ = I(wk,wz) = Aﬁk‘

Q(A,,...,An) bereikt zijn minimale waarde, als %%— =0 (kK = Ty000,yn)
k

(zie toelichting a), dus wanneer
; n ~ '
2A1:+2 E Ak’ex'e=o (k=1’aao,n)c (28.5)
=1 ,

Dit zijn n niet homogene lineaire vergelijkingen met n- onbekenden,
determinant niet mul (zie toelichting b). We vinden dus precies één
oplossing. ‘

Toelichting

2) Een funktie &(x,y) van twee variabelen kan onder geschikte diffe-
rentieerbaarheidsvoorwaarden -ontwikkeld worden in een Taylorreeks
om het punt x_ = (xo,yo). Stel daartoe (x,y) = (xo,yo) + s(£,m),

waarbij £ = (£,m) eenheidsvector is. y
e(x,y) = Q(xo+s£, y°+sm) = g(s). T (x,y)
g(s) ontwikkelen we in een Taylorreeks om
s =0 £
g(s) = g(0) + -= & g'(0) + 3 87 g"(0) + ...
11 21 (x +7.)
o'o
Zodoende verkrijgen we
4 —>x
a(x,y) = @(50) Ty sfe £ + @ym](zo) +

A e 2 Lo 27
+ 378 [@xXﬁ + 2 @xyzm + @yym ](§O)+ ese ®

Omdat £s

I}

X=X, W6 = T=T s wordt di#

o(x,y)

a(x) + 77 () 2, (x)) + (7-74) 8y(x)} +

+ é%{(x-xo)géxx(§°)+2(x~xo)(y-yo)éxy(go)+(y-yo)2ny(go)} +
4+ o000 » | (2806)

*Dit is de Taylorontwikkeling van & om (xo,yo).



Nodig voor een minimum van @ in (xo,yo) is, dat &(x,y) --Q(xo,yo) >0
voor alle (x,y) in de buurt van (xo,yo). Daarvoor moet de lineaire
term van (28.6) voor alle (x,y) nul zijn (ga dit nal).

(z-x ) @ (x,) + (y-v,) %"%’ = o,

dus :
@x(_sgo) = Qy(gt_o) = 0. (28.7)

Deze zgn. stationnariteitsvoorwaarde (28.7) geldt’ ook in een maximum.

Om te beoordelen of x_ al dan niet een extreem levert, en, zoja,
‘ wat voor extreem dit is, moeten we het kwadratische stuk van (28.6)
in eerste instantie onderzoeken. Zie hiervoor bijvoorbeeld R.Courant,
. Differential and Integral Calculus II, p.20k.

Voor @(x,,...,xn) als funktie van n variabelen vinden we analoog met

(28.6,7) voor een extreem uit de Taylorontwikkeling de stationnariteits-
voorwaarde '

5 =0 =...=<§A=o.‘ (28.8)

MooA *n

Aangezien @& een Dirichletintegréal is, dus ¢ )fd, en voor |[A,| = e
ook ®--e0 moet het enige stationnaire punt (zie toelichting §) wel een
pinimum zijn. ;

b) De determinant lAkZ‘ is niet nul. Stel namelijk dat deze wél nul is.
Dan is er een niet triviale lineaire combinatie B, 4, ,+ ... + Bnfen™ 0
(k = 1,0.0,!1)1 dus

I(‘pk’ ﬁ1(p1 + oae *+ Bn‘Pn) =0 (k=1,.o.,n)
waaruit door lineaire combinatie volgt
I[ﬁ1lp1 4+ so0e *+ ﬁn(pn] = 0.,

Volgens PD-283 is dus B, @ + ees + Bro, = constant ( = 0, omdat alle
‘,’1; op S mul zijn), in strijd met de op PD-286 onderstelde lineaire
Onafhankelijkheid van (P1 ,ooo,(pno
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Al gemene opmerkingen

1) De minimale waarde van de Dirichletintegraal neemt af, naarmate

we meer funkties ¢ aan het stelsel b) op PD-286 toevoegen.

2) In hoeverre we in staat zijn met het op de voorgaande pagina's

geschetste variatieprincipe van Dirichlet de uiteindelijk beoogde
funktie ¢ uit de existentiestelling op PD-285 te benaderen of te
verkrijgen, zal afhangen van de keuze der funkties Py 9 @%,... o

n

De vorm van het gebied G speelt hier in de praktijk ee
rol.

Generalisatie (neutronenbeweging in kernreactoren)

elangrijke

Gegeven: een funktie c(x,y) >0 op G, en een funktie f op de rand S
van G. '
s Gevraagd: een funktie u(x,y) op G,
zo dat
Au = c(x,y)u in G, en u = £ op S. (28.9)
Oplossing
I. Eenduidigheid. Als Ay, =cuy, u =fop S
en Au, = cu,, u, =f op S.
Dan is u, (x,y) = u,(x,¥).
Bewijs. Noem u - u, =1u,
Au =cu, u =0 op S. 5% (28.10)
| au

Beschouw deiv (u grad u) dx dy = f ds (zie (12.15))
G S

3n

u?

div(u grad u) = u Au + |grad u}?= 2

@
2 2
+ u® + cu?,
: y

en dus jf R ) ,
u: 4+ u° + cu dx dy = 0.
G(x v ) Y

=0 op S

De integrand is niet negatief omdét ¢ > O, maar kan ook niet positief

zijn, omdat de integraal nul is = u; + u; +ouw? =0 =pu_=

en daardoor u = constant = 0.

II. Variatieprincipe. Noem I[u] = j]‘(u; + u; + cu?) dx dy.
' G

=0
y

Als er bestaat een funktie u(x,y) met de eigenschap: u = £ op S en

Iful < I[w] voor elke funktie w met w = f op S.
Dan is M = cu.
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Bewijs. Noem w = u + ¢v. Voor elke ¢ en voor»elke v die nul is op S
geldt

Ifu+ v]

2, 2 2 '
Jg C(ux+cvx) +(uy+evy) +eurev) ] ax dy =

2 .
Iful + acjg.(uxvx+uyvy+uv)dxdy + e‘Ilv] ;,I[u].

Omdat €2 I[v] voor €-0 kwadratisch naar nul gaat en de g-term lineair,
dus minder snel en van positieve zowel als negatieve kant naar nul kan
gaan, moet voor elke v, die nul is op S gelden

4J(uxvx Uy + cuv) dx dy = O.

Uitgewerkt volgens (12.15)

ou

35 ds -\&f v(Au - cu) dx dy = O.

S

De eerste term is nul omdat v = O op S. Uit continuiteitsoverwegingen
voor Au ~ cu en de vrije keuze-mogelijkheid van v volgt nu (zie
PD-284) de betrekking Au - cu =0 qe.e.d.

ITT. Opmerking. Essentiecel bij>het eenduidigheidsbewijs is de conditie
c(x,y) > 0. Laten we deze voorwaarde achterwege, dan voldoen er meer
aan de vergelijking Ou = cu, u = 0 op S. Zie hiervoor het volgendé
hoofdstuk.

Eigentrillingen van een membraan

Fen in het XOY vlak binnen het
gebied G opgespannen membraan
kan trillen in een richting lood-
recht op het XOY vlak.

J Daarbij gehoorzaamt de uwitwijking
¢(x,y,t) aan de voorwaarden

1
+ Q. =T(Ptt

@ e A

xx

(29.1)
@ = O op de rand S van G.

Wg hebben hier dus te maken met de 5olfverge1ijking in twee dimensies
onder een bepaalde randconditie. In het bijzonder interesseren we ons
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!

nu voor zgn. staande trillihgen, dwz. voor oplossingen van (29.1),
die geschreven kunnen worden als @(x,y,t) = u(x,y) ¢(t).
Invullen levert (separatie)

1

- e 1"
(u, + uyy)¢ =T U

= constant = - k?

XX Yy _ "
u c?

1}

" + (ke)2¢ = O=>¢ = A sin ket + B cos ket
Au + X¥u =0, u=0o0p 8 (29.2)

Vblgens (29.2) is de optredende trilling harmonisch. kc is de 2zgn.
eigen(cirkel)frequentie, een bijbehorende oplossing u(x,y) heet -
trillingsvorm, ¢ eigentrilling van het menrbraan.

Merk op, dat (29.2) van dezelfde gedaante is als (28.10) maar met
negatieve funktie c(x,y). Zie (28.9). Het optreden van eigentrillingen
in het onderhavige geval wijst op meerduidigheid van de oplossing van
(29.2). Zie laatste opmerking van hoofdstuk 28.

Definieer het Rayleighquotient R[u] van de funktie u door
2 2
,L[(ux + uy)dx dy

Rlu]l] = g
def _fdf u? ax dy

(29.3)

Opm. Voor u(x,y) = O is R[ul niet gedefinieerd.

Variatieprincipe van Rayleigh

Als voor een gegeven funktie u, nul op S, en voor elke andere
Tunktie w, nul op S, geldt R[u] £ Rlwl. .
Dan voldoet u aan (29.2) met k* = R[ul. (29.4)

Bewijs. Rlul £ R[w] levert

ot el v eflog o wplle. o

Alle integraties worden uitgevoerd over G.

Schrijven we w = u + €v, v = O op S, dan is

J]‘Wz = J].uz + as‘ffuv + ezjj}z

‘ jf(w; + w;) =_Jf(u;+u;) +,25JT(uxvx+uyvy) + 5i£kV;+V;)°
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Volgens (12.15) (v = 0 op S)fgaat de laatste vorm over in

Jf(w +w’) = If(u +u2) - ZcJ],vAu + € jj(v +v

Ingevuld in (29.5) en vereenvoudigd komt er

JJ(u’+u’)E2c_£[uv + e’JIv’]
jSu’ E-Zc,{vau + s’ff(v +v’)] (29.6)

De betrekking (29.6) moet gelden voor elke v, nul op S, en elke &.
Conclusie: coefficienten van € links en rechts gelijk. Dus

J].uzjf vAu + Jj vu J]‘(u;+u;) =0

deel doorf_ru2
va {Au + u R[ul} =0 (29.7)

Voor elke v, nul op S, moet (29.7) gelden, dus

Au + u R[ul] =0 g.e.d,

Opmerking. Door de coéfficiéntenidentificatie van e in (29.6) is
gelijktijdig aan de gehele ongelijkheid (29.6) voldaan:

. Immers c’ffv"ff(u;+u;).s cfffu3.£r(v;+v;) volgens (29.5).

Op het existentiebewijs van een eigentrilling bij een gegeven membraan
gaan we niet in, Wel schetsen we een in toepassingen bruikbare methode
ter approximatie van eigentrillingen.

Uitgangspunt. Een lineair onafhankelijke collectie funkties Uygooesltl

n
alle nul op S.

Opdracht. Zoek een lineaire combinatie
=Mm-+“;+K$n

welke het Rayleighquotiént R[u] (zie 29.3) minimaliseert.

(De te bepalen u heeft slechts binnen de verzameling der van Uy se00,l
Iineair afhankelijke funkties een minimale R[ul. Daarbuiten kan

R[ul best ndg kleinere waarden aannemen. Vandaar de betekenis van deze
methode als approximatie.)

n

Uitwerking. R[u] verandert niet, als we u vermenigvuldigen met een
reecel getal a ¥ 0. (Ga dit na!) het is dus geen beperking, als we
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|

veronderstellen dat J]‘uzdx dy = 1 (normeringsconditie). Uitgeschreven
G _ ,

wordt dit
n
E:: M Mg J]‘ w u,dx dy = 1. (29.8)
Hiermee gaat R[u] over in .
Rlul] = Ef: %ﬁ:_xk xz,if{(uk) (wp) + (w) (u,) } dx‘dy
k=1 £=1 G b4 x y ¥y

(29.9)

We moeten dus bepalen getéllen x,,...,xn zo dat (29.9) minimaal is
gnder de bijvoorwaarde (29.8). Algemeen principe hiervoor
‘ Lt g%@gﬁﬁgrenmethode van Lagrange) is de stelling

._»ig‘extreem onder de nevenvoorwaarde

w(x,,...,x ) = 0, als er bestaat een getal p (multiplicator) zo
dat de funktie ® +u¥ een extreem heeft op het "oppervliak" ¥ = 0.

(Toelichting: ® + ¥ heeft op ¥ = O dezelfde waarde als & zelf,

Als we dus ® + p¥Y door geschikte keuze van p een extreem kunnen laten
aannemen op ¥ = O, dan is dit automatisch extreem voor & onder de
bijvoorwaarde ¥ = 0. Voor nauwkeuriger informatie zie R.Courant,
Differential and Integral Calculus II, p.190-199.)

Schrijven we ter afkorting Ek£ J]-uk U, dx dy,
def .G
Ak JI {(u ) (uz) + (uk) (uz) } dx dy, dan krijgen we
de f G Yy y
( ) =S S
QA..‘ oo.}\ = A, A
A R =1 = e YA
( ) n n T
¥y goossh ) = ;__'_ AL Ay,=1=0.
reeetad T g et M
3 + p¥ extreem =9'6Ak (@ +pv) = (k =‘1,...,n).

Dit is weer de stationnariteitsvoorwaarde van PD-288.
Uitgewerkt wordt dit

2; (Ak'e*'p- Ekz) k£=0 (1§=1,...,n) (29.10)
=1
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veronderstellen dat J]‘uzdx dy = 1 (normeringsconditie). Uitgeschreven
G .

wordt dit
n n

A A u, dx dy = 1. (29.8)
% =1 k'eff}ruk'e ‘

Hiermee gaat R[ul] over in .
R[u] = Ef: %ﬁ:.hk A£~[r{(uk) (uz) + (uk) (uz) } dx‘dy
k=1 £=1 G b4 x y y '
(29.9)

We moeten dus bepalen getéllen Ay yoeesh 20 dat (29.9) minimaal is
- de bijvoorwaarde (29.8). Algemeen principe hiervoor
torenmethode van Lagrange) is de stelling

4s extreem onder de nevenvoorwaarde

b K

w(x,,...,x ) = 0, als er bestaat een getal p (multiplicator) zo
dat de funktie © +u¥ een extreem heeft op het "oppervlak!" ¥ = O,

(Toelichting: ® + p¥ heeft op ¥ = O dezelfde waarde als & zelf.

Als we dus @ + p¥ door geschikte keuze van p een extreem kunnen laten
aannemen op ¥ = 0, dan is dit automatisch extreem voor & onder de
bijvoorwaarde ¥ = O, Voor nauwkeuriger informatie zie R.Courant,
Differential and Integral Calculus II, p.190-199.)

Schrijven we ter afkorting Ekl j].uk u, dx dy,
def

I(unu) + (w) (u,) } ax dy, dan krijgen we

Akzdfj{ £ "’ zy} an lkrijgen

2y goeesh ) -i Z:Auh Ap

k=1

=]

¥(Ay goensdr)) = %‘_‘_Ekzx x£-1_o.

k=1

® + p¥Y extreem =5 —

ax (Q "‘]LY) (k=1'ooo,n)f

Dit is weer de stationnariteitsvoorwaarde van PD-288.
Uitgewerkt wordt dit

2Z (Auw E ) A, = (k = 1,000,m) (29.10)
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Het stelsel (29.10) van n lineaire homogene vergelijkingen met n
onbekengen hegft een niet triviale oplossing dan en alleen dan, als
zijn coefficientendeterminant nul is, m.a.w.

A11 + }LE11 e o o A 4 ]],E

Tn in

O’ (29011)

® e o o ¢ o o ¢ o o o o ‘e e o

An1 + 'p,En,l e o e Ann + "].Enn

een nde graadsvergelijking voor Po

. We vinden in het algemeen dus n waarden van py wat aanleiding kan
geven tot méér dan één (lokaal) minimum van R[u].

Op grond van het voorguande is te verwachten dat (29.2) voor méér dan
é€én k een niet triviale oplossing heeft.

Stelling (Orthogonaliteit)

Au, + k2 u =0, u Oop S

2
Au.2 + k2 u

]
e
-
=
i

\ Oop S =%J}~u1u dx dy = O.
) G 2

' 2
k, # kz
Bewijs. We berekena{L[(u1 au, - u, Au1) dx dy op twee manieren.
G

Volgens het gegeven krijgen we (k: - k:).ifu1u2 dx dy.

I du, 631
Volgens (12.16) komt er L (u, B % agf) ds = O omdat u, en u,

op § nul zijn. k2 - k? # 0, dus ffu u, dx dy = O.

2 g 2 _
Zie ook PD-189, 190. ‘
Het is mogelijk de eigenfunkties van een membraan te ordenen naar de
grootte van hun eigenwaarde k2., Als er bij een eigenwaarde k2 meer
dan één onafhankelijke oplossing u voorkomt, spreken we van ontaarding.
In het niet ontaarde geval gaan we als volgt te werk:

0<k, < k, < k, <...

2 3
u, uz.L u, u,J_u2
u Lu,

R[u1] is minimaal binnen de klasse van alle funkties op G,
R[uz] is minimaal binnen de klasse van die funkties, welke reeds

orthggonaal met u, zijn. Enzovoort.



Voorbeeld. Het rechthoekige membraan: 0 K x L a, 0Ly L b.

Eigenfunkties zijn

' t>
- . knx . nmmy
u,e.m = A sin Y sin 5

(/e,m = 1,2,3,-.-)

2_2 2.2
We zien pa, = - A (g T 2%y gin £§§ sin I

2 - .
L\u'e.m + kéh Upn = 0, waarbi j

Dus 2 2

k? = n? (ﬁ— + ).
az b2

- PD=295

Ontaarding blijkt hier op treden, als a en b een rationale verhouding
hebben. Neem bijvoorbeeld a = b = n. Dan hebben u,,= sin x sin 2y

en u,,= sin 2x sin y dezelfde eigenwaarde 12 + 22 = 5.

Einde van het college'

(De syllabus van dit gedeelte van het college werd verzorgd door

drs K.A.Post, Technische Hogeschool Eindhoven)





